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Le principe qui à is ce travail est de considérer les te ; 
_ qu’on possède du te de Dirichlet généralisé pour les équations 
_ linéaires, comme permettant de former ae approximations succes- 
_sives, dans le but de résoudre le même Hope pour les équations 
non linéaires. 
: ir d’ abord ce qu’on entend par probleme de Dirichlet géné- 
tue Soit 
du Pu Gre Wise ater ON 
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ot oe I M1, «2 + Ly, | =O * 
Ox, 0%, 0%, Ono, Oe RES + he 


_ une He aux dérivées partielles du ol ordre, avec m variables FES 
dépendantes Soient LE 


ESS eee Lo Di | je oF 
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Ke x ond dit que lé ae est de type elliptique, See à une solu- 
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tion « de cette ee si, les coefficients Ao,8 étant ie relati- 
vement à cette solution, la forme quadratique en X,, Xo, vey x zie 
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est définie. Cette condition peut n'être satisfaite que ne une région D. 
de l’espace (æ,, &,, ..., Lm), alors € ‘est dans cette ro que r équa- 


tion est de type elliptique. _. a 
2g te Cees 
Nous supposerons toujours (cela ne diminue pas la généralité) us NES 


Q 


la forme quadratique définie est positive. 
Soit maintenant S une multiplicité fermée, nie un dornaine De 
de l’espace à m dimensions, où l’équation soit de type elliptique. Le 
problème de Dirichlet généralisé consiste à chercher une solution de. pee 
l'équation aux joe partielles, qui soit définie dans D, et qui, con- | 
tinue même surS, prenne sur cette multiplicité une suite de valeurs” 
donnée à l'avance. : RARE SRE ; PT 
C’est M. Picard qui, en 1890, à propos dé a à variables, | 
les unes linéaires, et d’autres plus générales, a abordé le premier ces . 
He du problème de Dirichlet (Ss ; | 
Parfois la suite des valeurs données sur S n’est pas continue; ‘alors w | 
‘ne peut être continue, et l’on sait, par le cas des fonctions harmo- ; 
niques, qu'il faut remplacer la condition de. continuité pas quelque | 
autre. TASER 
Voici comment sont formées les approximations successives qui | 
sont employées i ici. Supposons que l’on connaisse une fonction ¢, qu'on 
_ puisse regarder comme une valeur approchée de w: on remplace, dans 
ae équation, wpar 9 +h, et l’on développe le premier membre en série — 
de puissances de h et ce ses dérivées (en série limitée, si l'équation ies 
n’est pas analytique; mais ce travail se borne aux équations analy-"* 
_tiques). Dans le résultat, on ne. conserve que la pars linéaire ort 


(1) Mémoire sur la hdoria’ des équations aux Ed partielles et à PRE 3 
des affirmations successives (Journal de Mathématiques, 4° série, t. VI, 1890). 
M. Picard est revenu à plusieurs reprises sur ces questions. L'indication de Sister 
de ses travaux se trouve dans son article : Sur les équations linéaires aux dérivées : 
partielles et la généralisation du problème de Dirichlet (Acta mathematica heh 
t, 28, 1902, p, 121-437), -: RS ONE Nott A ETS FAR 


DE ~ + 


~ 


Fat, 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE TD, 


(y compris la partie indépendante de A); en l’égalant à zéro, on obtient 
une équation linéaire en A, dont on cherche une solution, définie et 
continue dans D et sur §, et prenant sur S les valeurs uw — ¢ : si l’on 
sait trouver /, on regardera 6 + comme l’approximation de u qui 
doit succéder à ¢. 

Pour limiter k, on rencontre des difficultés. L’ ton qui donne A 
contient (¢) comme terme indépendant de A, et ¥(v) dépend des 
dérivées secondes de ». En vue de Vapproximation suivante, il faut 
done limiter les dérivées secondes de h. Mais il est classique que le 
calcul des dérivées secondes de A fait intervenir les dérivées de ¥(¢), 
done les dérivées troisièmes de 9. On est donc entrainé à s'occuper 
aussi dés dérivées troisièmes de A, mais celles-ci font intervenir les 

LA _ dérivées quatrièmes de », et ainsi de suite. Dans ce travail, on procède 
oe. autrement : la fonction A est, on le sait, holomorphe dans D et sur S 
; _ (pourvu que ¢ le soit, ainsi que la suite de valeurs données). On 
profite de cette propriété pour limiter A dans un domaine complexe, 
à 2m dimensions, comprenant S et D à son intérieur : alors les pro- 
priétés connues des fonctions analytiques donnent des limitations de 
toutes les dérivées de A dans un domaine fermé, intérieur au premier. 
Les approximations successives sont ainsi limitées -dans üne suite 
de domaines fermés, chacun étant intérieur au précédent. Mais une 
objection se présente : ces domaines ayant un domaine limite (D leur 
est intérieur à tous), la plus courte distance des points de l’un d’entre 
2 | eux à la frontière du précédent tend vers zéro ; le facteur par lequel il 
._ faut multiplier la limitation de A pour avoir celle d'une dérivée | 
Ss seconde augmente donc indéfiniment, au fur et & mesure que les 
approximations se suivent. Cette circonstance ne détruit-elle pas tout 
eee 1 espoir de convergence? Non, et voici pourquoi : f(v +h), développé 
7 | par rapport à 4 et à ses dérivées par la formule de Taylor limitée au 
second ordre, se réduit à ses termes du second ordre, d’après l’équa- 
_tion qui donne k. Dans I’ approximation suivante, on a donc une équa- 
tion où #(#) est remplacé par une fonction ayant une limitation du 
cond’: degré par rapport à À et à ses dérivées. Or soit, par exemple, 
une e suite ee see réels æ, liés par les inégalités 
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je dis que la série Xx, converge | si | ol est assez petit. a olet, d rae a 
bs identité facile a vérifier | | 
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> par P= ati n— a, URSS Rae 


PA p=i À | MAT rer 
on déduit | MR TRS 
| "#2 (ag | RENÉE A Pre 
| EAÈS den ) lp me : ; K : Zen igs 
il y a done convergence si Yok RUSSE Soe a 
Jel< Fr 1 RS ES 
et cela, malgré la présence du facteur g-"“ (qui augmente indéfin- 
pee dans la limitation de æ,,,. Si le facteur g~-"™ avait été remplacé PL an 
parg ”, avec 1 <a<?, il y aurait encore eu convergence pour |o i 
: <i 
assez petit. Effectivement, la oonverkenee de nos oP ae oe 
_ résultera d’ inégalités analogues. CES “2 
Pour former effectivement la fonction A, on ‘recourt dans ce travail vo a ea 
ala remarquable méthode de M. E.-E. Levi (' )» qui est affranchie des oe 
“JON 
inconvénients des méthodes employant les séries entières, au point — + ae 


de s'appliquer même à des équations linéaires non analytiques. Pour 
avoir À dans un domaine de l'espace complexe, il suffit d’appliquer la — 

méthode de M. Levi dans l’espace complexe. Une multiplicité & = 
m dimensions de cet espace, telle que le conoïde caractéristique(?)de 
_ l'équation aux dérivées partielles, relatif à un point A de cette multi- À 
_plicité, n’ait en commun avec cette dernière que ce point À, paraît 
bien, a priori, devoir jouer pour cette équation un rôle analogue à RS. 
celui de l’espace réel. Tout un chapitre de ce travail (le second) est == 
consacré principalement à cette extension de la méthode de M. Levi à re 
l’espace complexe; les multiplicités à m dimensions que l’on y consi- _ 
dère sont soumises à des conditions un peu plus restrictives qu'il 


(1) Eugenio-Elia Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellittiche alle deri- ar Se) oe Ciao 


vate parziali (Rendiconti del pinned matematico di Palermo, t. 24, 1997, tes > De 


p. 275-317). ee 
(2) Introduit par M. Hapamann, Recher ches sur les solutions fondamentales et see) 

; Vintégration des équations linéaires aux dérivées partielles (Arnage scienti- 

é puede de l’École ROSE supérieure, 3° série, t. 21, 1904, p. Ne 
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n’est indiqué ici, sans que la nécessité de ces restrictions soit prouvée. 

Le domaine complexe où À se trouve ainsi formé admet les points 
réels de S, et les points imaginaires suffisamment voisins du domaine 
réel, comme points-frontière. Mais on étend ce domaine en calculant, 
sur S, une dérivée de 2 suivant une direction non tangente à S, et en 
employant le théorème de Cauchy-Kowalewski. 

Ces considérations sur l’espace complexe nécessitent des intégra- 
tions par parties, et des dérivations de fonctions représentées par des 
intégrales étendues à des multiplicités dépendant d’un paramètre. Il 
m'a semblé indispensable de préparer ces calculs en revenant, dans le 
premier Chapitre de ce travail, sur l'extension à l’espace complexe de 


la notion d’intégrale multiple, extension qui est due à Poincaré ('), 


suivi par M. Picard (?). | 
- C’est seulement dans le troisième et dernier Chapitre de ce travail 
que sont abordées les équations non linéaires. Le problème de Diri- 


_chlet proprement dit n’y est résolu que pour un domaine suffisamment 


petit dans toutes ses dimensions, et pour des valeurs données sur S$ 
suffisamment voisines de valeurs pour lesquelles on connaît déjà une 
solution. En outre, S doit être régulièrement analytique, mais peut se 
composer de plusieurs contours sans points communs. La suite des 
valeurs données sur S doit être holomorphe. 

Enfin on démontre que toute solution d’une équation non linéaire, 


-qui est continue ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres, est 


holomorphe. Pour certaines équations, telles que l’équation des sur- 
faces minima, il suffit de supposer la continuité des dérivées se- 


-condes (*) pour arriver à la même conclusion. 


_ (1) H. Poincaré, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta matematica, t.9, 
1887, P: 321-380). 

(2): Émile Picarp et Georges Simanr, Phéorie tee fonctions algébriques de 
deux variables indépendantes, t. 1, Ghap. I et IE. 

(8) Dans le cas de deux variables, ce résultat (moins la simplification relative aux 


types tels que l'équation | des surfaces minima) a été démontré par M. Serge BERNSTEIN, 


Sur la nature analytique des solutions des équations aux dérivées partielles du 
second ordre, Thèse de l'Université de Paris, 1903. M. Bernstein a en outre traité le 
problème de Dirichlet généralisé dans le cas de deux variables (Mathematische 


Annalen, t. 62, 1906, p. 253-271, et t. 69, 1910, p. 82-136, et Annales scientifiques de 


l'École Normale supérieure, 1. 27, 1910, p. 233-256). 
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Dans deux Notes antérieures ( ), j'ai annoncé “des réniiltats plus tan 
étendus. Mais certaines lacunes rendent mes raisonnements non rigou- | 
reux, et; pour le moment tout au mea je me borne a 1 ce be Pies 

céde. 3 | 
Les intégrales multiples qui se rencontrent Ares 6 ‘travail sont ee 
écrites avec une notation due à Méray, et qui consiste à écrire oe icf 
d(x; Ds tie, Dm)s CE, QU ‘on écrit ordinairement da, day mee ley 

Comme on rencontre souvent des notations tout à fait convention + 

nelles, telles que dw, dv, etc., je pense que la notation ci-dessus ne | PAR a 


causera de géne à personne, En outre, | jen écris qu ‘un signe fui ERA 


chaque intégrale, en précisant en haut de ce signe x ordre de multi. SR 


plicité à l’aide d’accents ou de chiffres romains. at 
Jexprime à M. Picard toute ma reconnaissance pour les encourage- = Fast 
ments qu’il m’a donnés au cours de ce is A ea 1 ier ES CE rn Be 


oe a 


“CHAPITRE 1 I. 


ieee __ INTEGRALES MULTIPLES. | FORMULES DE STOKES, penivanion: DOMAINE REEL. 
= ey | DOMAINE COMPLEXE e ). HD LR ee RER 


I. — Domaine réel. rh TMS Es 
RUE Sens d'une muliplicité à à p paramètres Here un espace à m  dimen- 
sions. — Soit PES ARS 2 dr Dee iat 


(1,1) Gh do, 2 ie be NE TO m) a 


i Comptes Rd t. 180, 1925, p- 413-4 15 et 562-563. L mek 
_ (*) Ce travail était entièrement terminé quand j'ai eu connaissance d’un article des 
M. Philip Franklin (Jfultiple integrals in n-space paru dans Annals of Sdthe- — a 
matics, 2° série, vol. 24, 1922-1923, p. 213-226). Cet auteur, dont le point de départ re 3 


est le même que le mien, a traité dans cet article l'extension des formules de Green et ‘ te 
dé Stokes a l’espace réel à n dimensions ; une erreur paraît cépendant s'être glissée É IE LE 
dans la formule (29), p. 220, qui serait l'extension de la formulé de Btokes. L’article ae Ta 
sé termine par l'application des résültats obtenus aux ae complexes, au point Pt ed Per: 


as vue de la généralisation du tHeore te de Cauchy. À = 
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une multiplicité à p paramètres dans un espace réel à m is 
On dit que les paramètres ¢,, t,, ..., t,, rangés dans cet ordre, défi- 
= nissent un sens sur cette multiplicité. 
= Deux représentations paramétriques, la premiè ère à l’aide de ¢,, 
iis +++» ls la seconde à l’aide de u,, u,, ..., u, sont dites définir le 
méme sens ( ou correspondre au même sens) si 


i dt, ¢ to, DE] lp) 
AT Bp) 


(1,2) 
elles vente a des sens diffe rents, où OPP aR dans le cas où ce 
6 > déterminant fonctiounel serait négatif. 
“RER JI peut arriver, par exemple si Le JA sont des fonctions périodiques, 
| que deux ou cre systèmes de valeurs de 4,, 4, reve ty Corres: 
pondent au méme point de la multiplicité. Soient à hee Ce. gue 
- sont devenus Z,, t, ..., 4, après un circuit fermé eee sur la multi- 
-_  plicité. Si, pour certains circuits fermés, 


CAUTEZTRERTE Y) 
à Abs, ty, , ba) 9 
a is : 2.00: a que la multiplicité n’a pas deux sens + distinets. De telles multi- 


5 plicités seront exclues de ce qui va suivre, à moins qu’on n’y trace des 
KR ~ coupures telles que les deux sens ner distincts. 

= La notion de sens correspond à celle de côté d’une surface de l’espace 
_ ordinaire : si une telle surface est définie paramétriquement à l’aide 
MR. de t, et de z,, et si l’on mène en un point les tangentes aux courbes 2, 
D 2 variable et t, variable, dirigées dans les sens dés paramètres crois- 
* SES sants, on peut considérer l’une des deux demi- normales comme la 
troisième arête d’un trièdre de sens positif, les deux premières arêtes 
ER étant ces tangentes : cette demi-normale définit le côté de la surface 
TE Er Eve | correspondant aux paramètres Z,, ¢,, pris dans cet ordre. 

ee Dans le cas général, on peut dire aussi que le sens choisi est defini 
LE gx par les demi-tangentes aux p courbes ts variables ÉERESR TIRE p)5 
Le _tracées chacune dans le sens des tg croissants, et rangées dans l’ordre 
es «des valeurs de 8. | 
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QE 


Pe. 3 + DE Intégrale étendue a une multiplicité prise dans un certain sens, — 


Se, PER 
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Soit à définir l'intégrale f RO RP 
er (P) FC TORRES 

(2,1) i= Paya. seat: 800 A( Hai, Lay ++ +» Lay), . 

étendue a notre multiplicité prise dans le sens choisi. Les A affectés 

d'indices sont des fonctions du point X, de coordonnées Dis Las ses Em 

qui changent:de signe quand on permute deux indices. La sommation —__ 

est supposée piendudwioutes les combinaisons des entiers y, Œay ses Ops 

pris parmi les nombres 1, 2, ..., mn : c’est-à-dire qu'on ne considère 

pas comme distincts deux systèmes d’entiers ne différant que ra 

l’ordre de ces entiers. a = x aa 
Le sens choisi étant celui auquel correspondent by, lay ees oh 0 notre ÿ 

intégrale est, par définition, I’ SRE oda | “ER 


; Te ey: MS ee x d(£a,, Zen AA es ie J ; à “hee 
(2, RUES EN | O4, dass » stp Aa... at ( ee cimaros je 12 Sd tp). : + 


Cette valeur ne Pr pas is l'ordre dans lequel on range les 
entiers de chaque combinaison, ni de la représentation paramétrique 
choisie, pourvu qu’elle corresponde au sens considéré. 


Si l’on change ce sens, l'intégrale est rue par — 1. si RL 3 oe 
3. rer de Ce — Soient ¥,, Vas +. PACE =P) der nou- ; ee 
velles variables liées aux x, par les relations : ak RSS 
a= Palys V2, ae | (a=1, 2, Pour nr). ees ‘ (peat re i 

ss Res. 

On suppose que y,, ait ice Yn SON fonctions de tie bs tap LEE QUO FA 
c’est par leur intermédiaire que æ,, æ,, ..., 2, dépendent des mêmes a 
paramètres. Alors il est évident que tie 1 RES 
pie + abs (Las Las ++ > © . : 3 

= ges 1? 2? ) cn) y RE 
Mp EP Ba -oBp Maat ee ey 578) Os SE 


cette intégrale étant Heu dass à ig fuubeiplioite correspondante de l'es 
pace (Y, Vas +++, Yn), prise dans le sens (¢,, 4, ..., 4,). Il est presque 


superflu de dire que les. (Be sont des combinaisons des 
SAULT VS PR PEU 7 | > 
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4. Sens associés sur une multiplicité et sur sa frontière. — Le ae 
dans lequel.il faut faire varier t,, ¢,, , ¢, pour obtenir la multiplicité 
considérée peut être défini par des inégalités. Si l’une de ces inégalités 

_vient à se transformer en ponte, on est sur la pea de la multi 
plicité. 

Sur cette frontière, en écartant, comme dans tout ce Chapitre, toutes 

les singularités, 4,, ¢,, ..., 4, peuvent être considérés comme des fonc- 
tions de p—1 es Uy, Us ses Uy 
| Choisissons un paramètre uw, tel que I on sorte de . multiplicité (*) 
| ~ en faisant croître u, à partir de la valeur qu’il a en un point de la fron- 
__.  tière. La tangente à la courbe w, variable ne doit pas être tangente à la 


_ 
Le 
> 

@ 
a 
“4 
i, 


frontiére. | 
+ aay Cela ee le sens défini sur la frontiére par les paramètres hy, 
; Uy, ..-, U,_, est dit le sens associé au sens défini sur la SOP AY, par 


les LEE DORE Sh 


Aile en lp) Wee. ; 
Ge Uys ees Ma) ne Z 


(2) 


Cette définition ne dépend pas du paramètre uw, choisi. Soit en effet 
(4,2) + pt, ls sey tp)<o 


| l'inégalité qui définit la multiplicité au voisinage du point considéré 
à _de la frontière. Soient u,, u,, …,u,_, les USE u d’un point de 
Genie. celte Nr La condition (4, $ peut s écrire 


r ae 


Up<U=Y (ui), Us, se. Uy) 
ct Si l’on remplace 4, par un autre paramètre »,, défini par l'égalité 
- een 2 (4 - “ fe 


>: 1e aes Line tr. = The ai u gei)) | | 


Ja frontière est donnée par __ = 


_æ# 


ere eee eT D PIC NT eed mi pe EN Gam ory Up À 
fe , 
7 7 oA 


dc Dans certains cas, it peut être préférable de dire que l’on passe a Pints -veur de ne 


la multiplicité en Pret décroitre Uge sa a EUR ; 
a Ann. Ee ru ak (3), XLII. — Lits 1926 Ase; 3 3 2 


ty 
10 ES GORGES BlRAU Hs ia de er RE "2 | es 
ét il faut que à, = u, ental s (A ee bas € ce qui équivaut à SY. : Fe Wie = 
, ‘ < Otiy : à : é à = y x -~ 
alors comme 5 bats Re | 
Oy (try bay veer tp) F(t tar sees tp) ie es Sees SON 
où, d(v,, uy, eee Up) tos ss vets Up) Re oe 
on voit que le remplacement de Un par vo ne change rien à la défi nition 
du sens associé. aa Re Re ads tr, 
ey ey: Formules dé Green et de Stoker. — - Considérons l intégrale oe PACE 
(pt) | | » 4 
asf ET hay. ee: Hain Fe ene ay fies + ip 
td te à la fra C d'une mali 35 le sens choisi sur FC étant 
le sens associé au sens défini sur rs bat les paramètres hy ty Ag tye Pres 
On ee écrire aussi: 3 > Ye ENST QUES 
(p—1) ; ae : en ae ES ae ) a(t : s a zig 
t= x. ae bs as 19 LR ee . . OBI» sey a de 
RCE naine Ne Ces pes vie) 18) ee 
| Pre ae eee 
i L'EST EE 
où la notation (ASE ios Bo signifie qu'on a permuté circulairement sh NE: 
x Lis Lay ..., t, de façon à amener 4, en tête, et qu ‘ensuite on à sup- 
: primé 4; de ‘la permutation obtenue. Nous avons ainsi une intégrale SITES 
dans l’espace (4,1, ..., ¢,), et il est à peu près évident que la multi- © i a 
tiplicité C’ de cet espace, qui correspond à C, doit être prise dañs le = a 
sens associé au sens (4,, lines t,) de la région DE de cet apace corres- V2 ER 
pondantà S. - + 5 as 
Ceci ious rambne done au cas particulier où p=m. : Dans à te dere . a 
nier cas, je dis que ee 
. ; 2 (m—t1) 5 at : % ‘ 
(5,1) l if béta .B—1 Uae wees oa a i ; 
EE, i DAM | Bus. B— e as | ee 
< NE ane fe en ae > Saks (ei, wey Em} , ; "4 
A 4 EE £ ci We 
bys à et C étant pris dans des sens associés. En effet, choisissons sur S le ps | ne 
‘sens (a, .... En) c'est: aedire que nous avons au second membre jus ae ee 
; ; 4 5 mi : 
à x a 4 Se ae . ie A: RES 4 M 
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|‘intégrale ordinaire. Si nous remarquons que 


EE Eo a à ne day Ly rsh Lm) bet 1 jU-1)(B 
as Ds +++) LB-1) : 


nous en anne que le sens dans un est prise la rontiere C est 
ae sens défini par 2g,,, .--, Æg_, ou le sens opposé selon le signe 
de (—1)" 8; ce qui justifie la formule (5, 1), en effectuant au 
a _ Second membre r intégration par rapport à ay. | 
oe C'est la généralisation de la formule de Greens 

Revenons maintenant au cas général, et appliquons la formule de 
Green dans I’ espace (4,, d, ..., ¢,). En supposant que les x, aient, ee 
= rapport ELITE ces bn des dérivées secondes continues, on trouve | 


nr ac “s Swe cSt ¥ 
I= i. 20. ane 8-7 2 dix a ile 1) 


LE 
a 
A 


Fe 
* 


ae EAST i 1) 


7 
ot ae 


7 


4 de. te . oe Bas a Oy | | =. AS Ne: ï E 
= 3 § ES us, ee 4 : 
sh coctlieient de M sous le s signe | sera done D ime 
: 12 (a HS ey Alans da estes + Bap) 


; ong ere Oe STE A sg Ye 
pe ne a des Sie He Fa) — “DU Los Fr tp) 


PAR ES - A 


nous avons sous le signe | [le produit de B. ne 


r oe 


i. = ; ‘ ae Uh ee 


2 oa 2 da 
Dr - dg — yee ee a Dan ay ee a D. pC Rea Me : 
TN ERP VUE DE ~ ots JC Ég+2 ong a: m2 


| de termes dont chacun est le He ae aot 
Ss xpriables Fa a0 une ue seconde. d’une 
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Alors, dans | | pee CS ae 
50 O(a, ee) ops) a ae Fs x ’ : # t < 

f = dt O( 8415 CET) tea)” L : et > S 4 : ra + 

ce coefficient est Base ners «.t Ao a 

(1) ha O( Lays ve. ee -; ec > D AE re a ; 

O(tB+1, Rosy ts by+ts CRT (8-1) . LS ~~ on 


et dans 


0 | O(£a,) see, aps) ; ; 4y 4 oe sie 
= Oty ONE ide: se) ty) 

on trouve ; ras 
es eee . y Lay a > 


LS poreper Be THB 
oe ; a(t Baty ses by 15 Lys ... TES) 


l’aide des facteurs | 


En combinant linéairement { ces coefficients, à 


(— 1)@—1(8—1) el eue 2 + A ~ = “3 


on trouve zéro. te ies Ts ES Ei eae Re a ee 
Nous avons donc | é es 


“ , : OB CPE A. 
S : È £ 1» ‘pot <= ‘ ; 
Be a) ee LR pa ne +» Tao)» 


ou, en changeant la notation, 5 
A; (p—1) : ay J | à TE os à St 
(52) Le Re 
~ c Lei € 3 » : J 7 à ‘ 
0) Sie DU nem ice ee 
=). Zoid. Bal ton Tas da ces a) Sr oe 
ee f de . é DR LS >. "x 
le second membre contient une. sommation par rapport aux € combinai- 2. ae 
Sons (%,,..., æ) p à p des entiers 1, AE a Fe À; PR: 
C'est la généralisation de la formule de Stokes eas 


La eas QE ent ML, Cru 
6. Dérivation d'une intégrale d'ordre fi, Caen Soit É intégrale ordinaire PR. 


Am). 


(6, me Fajy= P(2,, Las oe sy em; a) ds ss. …. à Em 
y D 


étendue a un domaine D, pean ainsi que : sa frontière S, de a. of ur is GER 


* 


() Nous avons supposé que 24, age in admettaient, par rapport à de es py des | eee: 
; dérivées secondes continues; on peut se débarrasser de cette hypothèse par un artifice eee > : 
se M. Goursat St d'Analyse t. a ‘Edition, eS 355, exercice 43). x 


~ 


‘ 
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* suppose P continu, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. 
On suppose en outre que l'on sache exprimer æ,, æ,, ..., æ, en fonc- 
tons continues, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’au second 

, ordre, de « et de rm» paramètres £,, 4,, ..., t,,, de façon qu’à D corres- 


ponde un domaine D’ de variation de ¢,, 4, ..., ¢,,, indépendant de «; ae à 
soit S’ la frontière de D’. On admet que ie se compose d’un Aire =: k 
fini de portions où l’une des variables est fonction continue, et à a 
dérivées premières continues, des m — 1 autres. Faisons le change- 4 


ment de variables, en supposant le jacobien positif : 


On) 


rae ; Daye ee ca 
Ete.) — P( 2%, Ry ra) ee fn) te, Fee | bys 
ui CAEN PARC iy 


En désignant par F’(«) la dérivée de F(a), nous tirons de là 


=e» ‘ . (772) —— (mn) de - : 
| gp AP dx, : 
ARE (6,2) Ra) a Oa Uys Lire Lin) > = Se (Ba Bay on Bm) r 
= D D n : : 


m Ty T1) 2 Ent.) Lm 3 
yo = | ee | 
DR pen ete) Z 
+f" ey: O(t;, ON > tn)’ € : 2 ds 


n=1 


La formule (5,1) nous permet de franstormer, par intégration par 
parties, la derniére intégrale en - 


(1—1) ; ; | 
(6,3) Fe >) Se ymnesnr sem 1Mp= ee OPntin His Pet) gg Le Sheena) 
. Ss’ : 


a O(bn+4, . Ep—1, 
n=1 fet 


re Oxy, p (n+ DURE Li) | 
NCA) AE pet on ete Die Be - 
+. y “ 1) 4) as, da dlp al ree ery pt) dt cost) 


. r=1i p=i 


Dérclophons la dérivation dans la seconde intégrale, et faisons la som- 
‘mation par rapport ap dans la première; ceci devient 


m 


C ee ate c é 
(6,4) Bk PY (i Nes Tatas fins , Zn. 1) 
LS 


n= Se 


pie op Ta Oxq OUP ata ey Zn) 4 t t 
, 2 D ae 1)( trim OP den RE LA FT ORRAOT IT sos Gi) ( ty see re) 


n=1 p=1 q=1 
m m - : : 
one, & 
2 be D nee pectin i dan Q eee Wh beets tax DL 
2 D’ a Oty (pats casey tps) : 
| n=1 p=i : 
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Or la Line intégrale bat nulle, car nous avons déja, dans la démon 2 
stration de la formule (5,2), prouvé (!) F identité 


Sen à d a ee are 
4 AU Er » lp {= 


p=! 


Quant à l'avant-dernière integeale (6, 4), en sommant par rapport aps. 
on trouve zéro sig Æ 2, et 2h neg es ee ea 


OP en iO oe 
=f” sr & OL pn = 4 Li, +. Lm) 
i n=1 . 


sig =n, ce qui du la seine Won (6, aie 
UE avons donc finalement 


(m) F F 
; Cr) 
(6,5). la) i RENE vi 
SS Wet Se à i D 


Por Ne - TRS ES 7 
(m—t) “ae TA ‘ 
iy : ve a 3 = 
| +f i Ps XG = pr SE dun ses me ca 
\ $ J : 4 


=1 


le sens d’ intégration sur S étant le sens associé au sens, yy ney se) 
| de Die pee 


1 a. 4s > eg 
— . 


7. M on d'une eintegrale quelconque. — Pincers au cas general, 
où l ordre de i intégrale est quelconque. Soit ba ioe Ga pre ge ERNTE 


ee. 


(io) F(a) ={"s Zxos.. SpA da Le Za es : Fu a) nee de. cs 
la sommation étant étendue i à toutes les ee (a, Bay os + 
 des'entiers 1, 2, ,.., 7m, La multiplicité S d'intégration et sa frontière €. “5 
dépendent de «. Les fonctions As, ee et leurs AGEING premiére sont 
continues, | 
Supposons qu ‘il soit ob AIO spors les so VX . 
Ho, +, ©, d'un point de § en fonctions continues, ainsi que leurs — 
dérivées partielles j jusqu’ au second ordre, de p paramètres £,, ta, sp t 
et de «, de façon qu’ après le changement de variables il soit possible 
d’ PR la formule Cee 5); le sens choisi sur S est QE être le 


P_ . 


(1 ) vee une autre notation, 
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Sens (t,,¢3; .:.54,). Soient S’ le domaine de variation dé (4); ¢,,...; ty )s 
! sa frontière. 

Pour abréger, nous désignerons. par X, une sommation étendue à 
toutes les combinaisons («,, a, ..., a,) des entiers 1, 2, .:., m pris 
pa p. 

Faisons le changement de variables : 


Appliquons la formule (6,59 


7 (Pp) 
Aa. Xp 


Bed (ay su) 
| _S 


eas Faye y- 


: Ox 
= n—1 Z 
CE 
@) m 16 +41) Lan on? Panr tte Aa, 
ed tt 
war ea Olt eka be) 
: es | 


dr 


PE) AE en) 
fun ec je yes Dr (en 


- désigné la dérivée de 4, par rapport à &, en supposant ¢,,..., 4, 


exprimées sur C, en fonctions de p —1 paramètres à domaine de 
variation fixe, et de «. De mère nous poserons, sur C, 


Pp La 
DEN E D Vtg 0%, 


(7531) $a ed Ol, ba Oa 
q=1 


ESN OP ON ut dE 


La troisièmé intégrale de (7,2), intégrée par parties, devient 


Rat gt ET , 
(PA) a! Ok, Ol Le, ss To ) 
Ÿ > ÿ = 7 (P= WC Fg) PNG) nn (4 crag 
(7,22) uf Nai. i.&p / ( ) Oa Oe Ya. ti) ( q+i» ) 


+ 


n=1 q=1 


ou 


AA 71 


(p) Ota, 0 (Es, Fat) | | 
ET Lol ln EE i, et a(t, we, 
aE Ye) Fa à dx Oly [As RO gts) GB 


se 


q-1) 
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Dans la première intégrale, effectuons la sommation par rapport àg3 
dans la seconde, développons la dérivation; l'expression Seeut 


Pp 


» (p—1) ae ea PES 5 ark : 
ea) | Au. Phe PRÉC a 
1 C : : 


ES | 


(p) P n P 


ey O(bg41, ŒLTE tg-1 i 


n—1 g=1 A1 


-f = D (ne hey, oo À O( Manes 2219 Tan) Lans) ty a Pat be 


do dy (tsar see) gs) 
ES Ny ed ne 


La troisième intégrale est nulle, comme la troisième intégrale (6, 4). 
Dans la seconde, effectuons la sommation par rapport ag: nous 


trouvons zéro si r est l’un des nombres Ant» Se ps TAN Case ae 


oùrn "est aucun oe ces OLY oe 5 


ere ee x ne 
(7, ah eee Se > (= 19-9 ep -n ue ‘ Sr Arr ie Lo, 4 


où l'on a pele H+. Ce qui était nommé r, de sorte que (Lx, sakes 

Ta.) désigne maintenant ce qu'on obtient en permutant circulaire 
ment les p+1 variables æ,,...,æ&,., de façon à amener æ,, au 
premier rang, et en supprimant «,, de l’arrangement obtenu : on est 
_averti de cette nouvelle signification par Fo de l'intégrale, qui 
est p. Z' est une sommation par rapport à l’entier «,,,, qui ne peut 
recevoir aucune des valeurs TAPER LU SON be 0 donne. ax. AB 
valeur tr, On remarquera que | 


x d(Tans g we rs = Gear pact à eers Lay) 


etque, par suite, lestermes obtenus détruisent les termes de la seconde 


_ intégrale (7,2) où n aurait l'une des valeurs &,, ..., CES Ainsi nous sup- 


_poserons «,,..., @,,, distincts. Pour éviter l'ambiguité, nous désigne- 


rons par B,,..., 6. une combinaison quelconque des entiers 1,2)... 
—m™, pris p+1 ap +1, et par 2, une somme étendue a ces combi- 


~~ 
Se à . 


ta Ag,,.. ap OL OL O( Lang e229 Can) y oe 9 a 
yy D ste ne 1)( 4g) OA oy. -10 ia ae ges Meee Be) dt. DE s 
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naisons. Nous trouvons ainsi 


(7,3) F(a) = DU Ro (re 2e) 


) p +1 
à P OA Lie où F2 
> f sy on 1) Pp” Baty. Pnos a > (— 1yer Pr ai d (x6. 4.5 ie ce) 
Seas n=1 3 
(p~*) x Frs 
+> i. A ¥ (= 17 Le me) Fo (Lana 2. Ban.) 
41” C 


w1 


ste} d( Xa 3.) To ) L ot 
+ ee ee ee — 1)(P—)(m—1) LR . 
> a tos > p O( ts, SE > ( 1)€ ie da A (tn+ty POD En—1) ; 


ARRET 
dans la seconde intégrale, les termes olg=n proviennent de la 
seconde intégrale (7, 2). 
Nous eins maintenant transformer la dernière intégrale de cette 
formule. En changeant x en q, et en mettant en évidence les dérivées 
me rapport à 4,, elle devient 


a | En 
ai) > ae oe Gee ) D (—1) 7?) hed a PTE HR 


0( ly+1 > 79 y 1) 


DT Er 


ou bien — 


0a Obs 0 (tgas, woe lt 


n=1qs1r=1 


É -  (p—1) ; ‘ 
(7,32) ey: f Au... CE D D $ (—1)7-1 1) Ofr Don O( Longs +29 Lans) CA Cree es 4 
1% C 


car si, dans cette dernière expression, on effectue la sommation par 
rapport à x, on trouve zéro sir=£q; et, pour r —g, on retrouve 
l'expression (7,31). Dans (7,32), effectuons la sommation par 
rapport à q; cela devient | 


; 


\ 


eas on y Bei iol Dee y | 
ATH > fs ae Sy (—1)? x ARE UN Melo). 
: ees ED, 


R= rt 


En groupant cette a alone de la dernière intégrale (7,3) avec la 
troisième intégrale de la même formule, nous obtenons le résultat 
Ann. Ee. Norm., (3); XLII. — Janvier 1926. EEE 3 


q-1 7, 


PCA gd 
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définitif 7s MORE A ae 
PA à à LAVE RES 
(7,4) F'(a) = N al mee ee # Gi : he Rs: ee 


al Oa. ; ee ae <n ad 


peer. \ node a. = a à = 4 À 
er =f >, (= D ar oe Bias 2 (— dat dy Bree tery TB) ice iy s 
’ RTL ‘ : | {= re, 2 + 3 Dr ‘ 
(p=) + ’ < 5 ae : ne R= a, à 
+S ap ee Se ne es jes x Ta 5 a. +. a = = 
n=1 M er 
Si l’on était parti d’une intégrale simple 
P: AE rts a see : | < LOTS ° 7 5 ' A 
Gis) manera F(a) = De TR 
< e “ 4 i= - att. | 5 - Le ke L = ve x 3 + 
; . , a + x x . J 2 =a 5 = or. 
dy 
Ars étant une courbe dont de a, ainsi que ‘ses extrémités Me et NS à ‘ih 
ies memes calculs auraient. donné (' je VE A 


: . : th ie A ty = ees: : ° ns: zit 3 Vay 
Serer et P(a)= 2 J 2 RE FOOT AUTRES a 

= EL i I a is ‘ : ani 

j ie 2 d=1 * AT À is mir ‘+ - or. 4 ~ 
+f CLS (an. ae = acy) ce ne JE Ne 
dl , ‘ J, Otis an. y d B} TR Met An TT te 

ae à are Se Sree Pe + NIET + es QU LS 

à NE 2 as f =e OX), i N° : - £ a 2 - pt. Si ns mt “ 4 FE 
, as x À mL | ré NIET ET = ge RU 415 7 


la seconde sommation étant Hate aux combinaisons Ne ty des ete 
entiers 1,2, ..., M, pris deux à deux. a a oe cae 
La formule (7,4) suppose en réalité, & cause ap l'hypothèse faite 
dans la démonstration de la formule (6, 5), que is! Das sin Un sont - 
i le en fonctions continues, dea et de p. paramètres 4, — e 
tay «s+, t,, dont le domaine de variation soit indépendant « de «. Mais lé: 
= mode de démonstration adopté nous permet a’ élargir baie bypethéss;< 


ee en lélargissant seulement pour(6,5). PNG 
net _ Remarquons d’abord que, pour Ja rate. (6: c'est-à-dire 
RSR : pour p=1,iln ya pas de difficulté. Nous allons done supposer la 
RATE Pee formule (7:4) vraie 2. pour. les Mn d ordre i — 1; nous allons 7 = 


à 4 
- 7 MAT 2 


: SU “) Voir Goan ie d'Analyse, t. L 3e édition, 5 Be 46 et suiv. RS) ; 
is à 31 aid ig ae ; x } x a" “hs 26% À HG 
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voir qu’elle le sera pour celles d’ordre p, indépendamment de 
’hypothése précédente. Il suffit, pour cela, d'établir la formule (6,5). 
Orman. O(a, +, x,;%) une fonction telle que 


WOOT Een ete) 

Ta Ne tere aN He tony ns Os 
Q sobtient par une intégration. Alors la fonction F(«) de (6,1), où 
nous changeons m en p, devient 


(p—1) 


Hi) OT EP TR Te a) d(æs, RICE 


vs 


Mais la formule (7,/) est, par hypothèse, applicable à cette dernière 
intégrale, d’où 


F290 & dx 
Sake à" Sy Pe) PE | Tri 
Ox, ed ( ) Oc ( n—1) 


nr=1 


= HE) np} 


(p—) 
0 
Boy = i eda to En) 


car la frontière S de D n’a pas de frontière; cela équivaut à la 
formule (6,5), comme on le voit en appliquant la formule de Green à 
la première intégrale. 


II. — Domaine complexe. 


8. Multplicité à p paramètres. — Les équations 
(8,1) Be Potties lan eid bp) CS RM DE 


où les f, sont des fonctions complexes des variables réelles t,,t,, ..., 
i, définissent une multiplicité à p dimensions dans l’espace com- 


plexe Ca Boy erry Bris} : 
Les sens sur cette multiplicité se définissent comme dans le domaine 


réel. 3 
Les sens associés sur une multiplicité et sur sa frontière se définis- 


sent également comme dans le domaine réel; il suffit de décom- 
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poser 3,,..., 3m en leurs parties réelles. et imaginaires pos voir que à 
ce sont les mêmes notions. seek 
SE ape — Par définition 
Pat ie? 2 te \ : 
Zu... Ag,,...,%, (41, Say ops Bm) d(Za,, 3 Sa,) > . 
S À ‘ : oe a 
. A À 2 oe 52 
tp) fée catty Bay) | <7, TT 
: = bs Re... tp Aou. pee F9 tp} D. ns. 
_ < LS { 
pee | LA pie po 
toujours comme dans le domaine recy et avec les mêmes coprenGany: 2 ESS 
ee a 
10. Formules de Green? et de Stokes. — Pour établir que ces formulas x a 
s’étendent au domaine complexe, il suffit d’établir le cas particulier 1712608 ia 
suivant : ; he 
£ ( (p—t) . boos Pe 4 À - L . x “4 
(10,1) an Ati en) Cay ee EE aye? 5-5) wee ones a 
Cc à . bie) ; : : ghee : 
‘ « | RS ho Ps 
” OA : a ee 
= (of ny az, (Su ++) Sp—ty CAVE N a 
r= ; A os . 
ice 2) étant une HE holomorphe. Re 
Or soient EE ee : oe ne it 
see ta téye  (A=1, 9, mj, — FEES mere. 
A ==, B (26 os Cm; Ji MS aig Tn) + iC(x:, as Lm} Yi a De ey . 4 ei à 
Las Yo B, C étant réels. Ona *, eck Oe 
lpm) k : | de ae 
24.18;2) BE AGES he a Spee) ; xe "Sy 80 
i wa bath EN À (p—1) VE Lars PA: 
— Y (— 1) - jp—r—i | 
d At 1) LU if Ad(æh, eh | Lin} Yh a “3 Piped , 
~ la sommation 5, étant étendue à toutes les combinaisons a his ele es 
des entiers 1, 5, +, p —1 de façon que | het as : Shed 
h< Ra < hr; * ae REX iw 1 
par po varier de zéro ap —1. Lesentiers Re "Ve 


hs Rea Kp re we) ee 


~~ : i - = 


i. 
i 


sont les autres entiers de la suite 1, 2,..., p—1. Appliquons la 
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formule de Stokes au second membre de la relation (10,2); cette 
application est légitime, car, en décomposant A en B + iC, nous avons 


au second membre’ une combinaison linéaire d’intégrales réelles ; 


nous obtenons 


r'(7+1) 


, hy aie {Pe LS =z = ‘ 
(10,3) 2%,(—1) cea TEA ee mee | x 
Der 2(B+iC) 
X Re > FRE: CICR ds Th; Vins ta 2g See ae) 
n=1 | 
(p) m 4 ne 
0(B+ iC) 
oak + Toys ds . ; on Th, Yo .. HSE Dr) à ë 
at : 


Si nous effectuons d’abord la sommation &,, en laissant n fixe, et en 


tenant compte de Videntité d’analyticité 


o(B+iC) __,d(B+1iC) _ 0A 
Oxy, igh. 0Yn dF OF, 


nous constatons que l’expression (10,3) n’est autre que - : 


(Pp) aA 
Dos ae Fra Pos Sp—14-5n) 


Les termes correspondant aux valeurs 1, 2, ..., p —1 de n sont a 


done nuls; et nous avons l’identité annoncée (10,1). — | - 


I] suit de là que la formule de Stokes (5,2) peut se transporter sans 


modification au domaine complexe : 3 
; (p—1) | 3 
(10,4) is ras Ba,,..., ap (31, Sa, 405 2m) d(Zu weeny Zaps) à 
: | | a 
rw) OBan a 
= Ze. Xp Zi 1) PSN UD Fu (Zope ++) Sona) . 

may, . 

S 


les multiplicités S et C étant prises dans des sens associés, et les 
fonctions B,,...,., étant holomorphes. 


. 


11. Derivation. — Considérons tout d'abord la fonction 


: - (rm) 2 
(11,1) F(a)= f Dianne ig) dd es en) 
s 


22 GEORGES GIRAUD. 


où P est une fonction holomorphe de Z,, ..+5 3m, ainsi quae sa abet 
par rapport au paramètre réel a; P est en outre fonction continue de 
sise. 3m, % La multiplicité S d'intégration et sa frontière C depen 
dent de a: 3,, 3. …. 3m sont, sur S, des fonctions continues, et à déri- É 
vées continues jusqu’au second ordre, de « et dem paramètres ss a 
ty, ts, «++, ty» Soient S’ le domaine de variation den sae réel ws THe 
sa frontière. Sur C’, on ‘admet qued;, lay. ln peuvent être exprimés — RS x ae + 
en fonctions de « a de m — 1 paramètres réels à domaine de variation + 


indépendant de &; désignera la dérivée PRE are, dans ces. TRS 


ORIG TS de plus . . Reig ese Cas ej à fee Lee 


.m Favs : 
Ven __ i O5n Ùp + den. a KE ; FE ee 3 
da. = D x. Ol, 0a — da a Chae 
; | CRU p=t OTe Fe ARCS 
: do ns 


nl pet he ae 


2, CA étant réels, on posera re ASE ts ac a So: oo 


= s + . <= a. 


P=Q(m, ARE Zn Vis + mi LC DEEE En Ye aay Ym a a FER 


Soit(hs 524%) une combinaison uote des entiers. 1 De, ae 


m, rangés par ordre de grandeurs ctoissantes =~ 2, T7” ines 
; PAT he 6e a oh ge 
AE = hi <.. <A, . (£r£m), OS ÿ wt 
aie et soient k,, fay tiny eae les autres entiers ii Banke my oa iia ate ee a 
= À pate F <= Nes. 
+ £ À 4 * 7 = F2 “A 
> ae 4, à : rs h< lac, = mere ‘ . RS < * epee = Z wees i ie 
; LE ; 5 ice rie ED a om à Pe es ern “4 RE 
(11,2) PET ye TT a x be ; = de eae he on 
2 ; é : à | .(m) 4 : x Pah Eee ee yee in aS = 
| See Tener Aue ; wah (Q+iR) da, “as AE ' DUR wi a PPS ; “ea = 4 
la sommation x, étant étendue à toutes les borsbittstaane Aas UT 5; < à ke FE 
Le second membre étant une combinaison linéaire d'intégrales » éelles, DR ie 
nous pouyons appliquer la formule Gé) en y papa m et P ee eg 
respectivement par2metm. a a 
Tout d’abord, la quantité sous le second signe ue est nulle. re offet, a 
il y figure une combinaison p+ 1 a p+ 1 (ici m+1am-+1) des aa 


x ee $e gi Poe Ses ca 
+ SUR LE “prone DE DIRICHLET. GÉNÉRALISÉ. —23 
aes entiers ES 2, DL ACL a aes ,2m). Comme z,, 2), ..., 2, doivent 
tous Geer soit par leur partie réelle, soit par leur eke imaginaire, 
_ dans la combinaison de variables obtenue, il en résulte qu'une et une 
_ seule de ces variables complexes figure à la fois | par sa partie réelle 
et par sa partie imaginaire. Il suffit de voir ce qui se passe si cette 
_ variable est z, : le terme correspondant est nul. En effet, soit | 
Nes (2%, Bhs 2 > They V1 Ph Lo Yee) 
| notre combinaison Be m+1 variables réelles. La ronan 
2e, À : eet - s he rs : pa 
À 7 LS — (— jee OA Ber Bt, Bs : . i ; = 
ME NUS CET E : 
esis rae és : ass ey CARS ‘ a 
| a de ie eis i 1g. ae iB) a | 
we hase itr blip aed ears 10 Se éR) opt VE ws 
Bee as Z os: ; me 2 dre > “a > eae 


à un facteur près, que 


OQ AR) _ AN | 
Le or ANT PME Ha eer 


Pie, + Bn sa 


SA, ol 
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ou bien : 
(1458) rial (sn FT DT 
PR En La | 5 dark EE, é . MA 
+2(—i)" <8 AL PES CRE) \ 
= k ; € “ . Me ae 
r 4 ee eee 
vs. 1-1 82, he, à ee 
*< > (1) Th di LME Lhys) Think Or | h,$ Yi LEE DA) 
Bi i —t \ + 4 Bd A Ni ; À 


ay (— Dia ay ce 8 hss Yk 7 ies Fr 5 D) | SA 


n=1 
Or, on peut vérifier que ceci se réduit à f 
(11,4) F'(a)= SS fe Pate UE Sm) : ree Fe ; fe = eee LÉ : oF 
i coe eek PRES neh ian ane > PSE 
ot ® 2 Sa yes (nna) En SE dm, ek eave : sk 
| Cest la formule (6, 5) qui. se trouve ainsi | transportée dans le oe 
domaine complexe. À gk 


te: 


he 
Kate 


D'après le mode de démonstration de la formule O4). es 


hee affirmer immédiatement que si, dans: see Remote 
AP ls , c 1 ‘ hen : ea OPS gi aS 

: PX. y tes oo. C5 
(1,5) F(&)23 Naas, te tae a a a a) @ (Fay sey Fay) =, VSS > ee RR i 
s a Les SE ZA a ES 
: aa PE € LES 


ea Pe Sn SOUL fonctions de a et fonctions holomorphes dep para- NT 
mètres complexes &,, us, ..., Uys qui sont eux-mêmes fonctions dé a US 
et dep POS réels £,, ty)... “by OBIGUTR TES aera à 


JA dre : tr LA Ke wi oe ates es 
(it, Oy F(D= Fe ze ee wien) > Seb eee a 
wt jP+i eee PME CS. 


: DE ive LEA CE 36, | : 
nae ZE Be À on tn vey 138, i 


Nc 7 D on E— 


2 = 
(p==i) ‘ ès 14 ES Abe VE ; és QUE . 
he —1) (n= oe ; 
: + a [ ; Ma + Xp D a fe -1) iii ~1) OF an dés . vs , sa) > de - 3 
: 7 ‘eer ny - ght ees 


Laas 
me eo 


hag, autrement dit, la formule nos due : PA PA 


4 > ng 
= , ~ 10 
“re ba ARC 
oy ? = - ee 7e CNE ns 
al < À 7 . eS Lu à À Fe 
Ke + Neo 4 , : 1 
a Sp : 
7 "7 * . + : 
+ Li 
PJ ws ? r 
2 * 
es LD OL t 
2 
‘ * a 
Ne Lu ri 
s pe he 
2 4, % 
v 4 æ- 
* LE EL 5 . * bs 
tu ie: = 
. 
- : gin 
* Te 4 
; , at 
Sena 
ay 1 teres ! 
2 Lay A 7. ay 
LS DE (PAS 4 ”! 
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~ Mais si l’on introduit les variables Pecllesaay anes Vip sss Vy OI 
voit que les coefficients de 


Bee Fie SBE, OY 
DeLee Od Oa. Lem. 


sous les deux derniéres intégrales, ne dépendent pas du fait que 
Bese Sot Ol NO des fonctions de ¢,,..., 1, de la nature indi- 
aude: La formule (11,6) est donc vraie quell que soit la façon 
dont 2,,..., 5, dépendent de « et de ¢,, ..., t, (pourvu qu'il y ait 
des dérivées continues jusqu’au second ordre). 

Le cas où la multiplicité S est tracée sur une multiplicité analytique 
indépendante de «, c’est-à-dire le cas où 


(11,7) NU AE A à ae COS AE PR 2 D 


les z, étant holomorphes, et Wee Wess Ta étant des variables com- 
plexes, offre un intérêt particulier : la seconde intégrale de la for- 
mule (11,6) est identiquement nulle. 

Si c’est la frontière C qui est tracée sur une multiplicité OL 
à p — 1 paramètres De no de a, : 


(11,8) Pulse. don heey) TEEN PGO eae E 


les z, étant des fonctions holomorphes des variables le ee 


cae la troisième intégrale de la formule (11,6) est identiquement ee 
Si donc les A A,,,...2, ne dépendent pas de « et si la multiplicité 


dintégration se déforme en restant sur une même multiplicité ana- 


lytique (11,7), pendant que sa frontière reste sur une même multipli- 
cité analytique (11,8), l'intégrale (11,4) ne change pas, à moins que 
des singularités n’interviennent (*). 


(1) Geci peut permettre de définir des fonctions à l’aide d'intégrales multiples. Soient 


par exemple f(x, y, z)=0 une surface algébrique, et ap F(a, y,%) Ux, y) une 


intégrale attachée à la surface. Soit une famille de courbes algébriques C tracées sur 
la surface, et dépendant d’un ou de plusieurs paramètres a, $, .... Si l’on étend 
l'intégrale à une multiplicité ayant pour frontière, d’une part un sient fermé tracé 
sur une courbe fixe Co, d’autre part un circuit fermé tracé sur la courbe mobile C, 
l'intégrale sera fonction des paramètres de C. Cette fonction est définie à des de 


près, dépendant du genre des courbes C, des propriétés analysis situs de la surface 
et des singularités de F, 


Ann, Ec. Norm., (3), XLII. — JANVIER sw 4 
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III. — - Quelques intégrales étendues à une nypersphére où à son 1 contour (Oe fe 


org. Me Soe 


12. Soit tout d’abord à calouler | EX a oe e 
; tm) ARE LE Ca 0 
-(13;1) CE “Teel Ee ener city &in)y ; es 
étendue à l'hypersphère ame Ds are 18 TRS =. 


a} Ex; +. Last, 


D étant. entier, er. ou nul. Le résultat, pour p= 220 toi. au à inoihs, 
_est connu (?); GERS Ja suite fous aurons aussi besoin du résultat” 


pour p=1I. Ee | AVEC 
Tout d’abord une homothétie prouve ques RE ES ge 
Le: (2,2). eS “3 = ; =a psp, ia ak Se = cs eS 


vs CR An étant- not de r. D’ autre part, on peut écrire PATENTS 4 
i JU (m—2)_ &: k Re 
- ‘ (Gran) % el ES iS B55 35: sat] dems en) <r F; 


| l'intégration d'ordre m— 2 étant étendue au domaine One 


x + ay ae < ee an Lin © = <7 hy =, Lin, » 3 
et l'intégration double, au domaine By Beart, OP GERS Basho ie : 
à aN Se ; , 2 À Bhat ahr. : | site : | 
ee - Ceci donne + - Comma? ARE 
le | se J REY 5 Saat ak 2 Rae 
br | ; tem bonf es ok PCR AT : SL aes: < 
| 4 . CS? eae 
‘4 
l intégrale | étant étendue au cercle Fe tee O et de: rayon Ps pavene) oe Se 
È - oa 
as x= cos), ar (p20, NE aa : tue ‘ 7 DEN ET JTE 
eae Fate) Nous rassemblons ici quelques résultats gant les démonstrations | interr ompraient oe 
ri ARE trop ce qui suivra. J 
CE 7 (2) Voir Gounsat, Cours dE t I, 3° édition, p. 892, exercice 8. Get inté- 
grales peuvent aussi se ramener aux intégrales de PAR en prenant comme 
variables BF OE Aaa | ARTS Lee te dg — 
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il vient 
m+2p—2 
eae yaaa if (r? — RENE p do, 
d'où | 
DRASS 
m— m+ ap” m—2* 
Donc © 
at L 
(19:23) à PRE ee me nm CPI, 


,(m 
r(+p+i) 


C ayant au plus deux valeurs distinctes, l’une pour m impair, l’autre 
pour m pair. Mais, en prenant successivement m—1 et m—2, on 
trouve la même valeur pour C, 


r( +5) r( + :) 
/ ere P 2 2 = i 2 DH Gi PS) eg een a 
(12,24) C= —— eee = = OPT) CP}. 
Vr 2p +3 Vn 21 a7? pl 
Ainsi 
cp}! nm 
(12,3) = (2p)! in Eas Se ne PT a 


2 ! a 
A a r( 2+ p+) 


C’est le résultat cherché. 
On peut en déduire, à l’aide d’une substitution orthogonale sur r les 
variables d’intégration, que 


(772) 
f lame ae Bg)? dir, ong Bin) == (02 aS... ot 3, Pia 


l'intégrale étant étendue au même domaine, et a,, ..., a, étant des 
constantes. Une identification immédiate conduit alors au résultat 
suivant : 


#1) 
(12,4) ue eX gi8 Re à eo Dm) 
__ (29)! (28H; (24)! a" ri+2p, 


Peal Gr. A! r(+p+r) 


l'intégrale étant toujours étendue au même domaine, et a, B,..., À 
étant des entiers paris ou nuls, de somme 2p. 
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13. Mesure du contour. — Soit à calculer l'intégrale 


(m—1) mas as 5 re Rires + 2 i 7? 
(Ey 1) Dore =f vz ip U(Xprry Fees ptt) UE 1,2; 6e. Die 


étendue a a ee eg) eon 
wR a ery ota, eer 4 


la notation (æ re (Le) ayant le même sens que la notation — 
analogue au n°5: Il est évident que $,, est indépendant der.. > 
Partons de oe : ' | Caner ee 


m Soo ah 
By Nake es RER Cai ee : — | tS 

‘fs d(x, oi Lm) = LRU ME SSL ‘ie bie ne 

Eas A ad fees eg: hae i > ae 
PP REE ne} ara FINE TOR AS De 
et transformons le premier membre. Soient ES eee ee m fonctions 1 ST 
dém—1 pose À, dar res mtr liées par la ee pee a 2 oe ae 

Rae UE ANA ARE LEE SOS | 
Posons SAS qe - eat ee 
Dar À LME ae SS Tp= Pop (psn, 2, mm); RE % 


Dale; sont ainsi fonctions de pet des 1 m—1 paramètres ro Ona la 
relation symbolique — 


j d(a,, .. 2 CRE 
EP de DORE so ae pms eo LR bs ae La He à 8 Le Beets PER > » En): 


Maisilest évident que Sak 
PA ahs 0 Em) = 0. 


Date part 


Za(— 1) bx d(p.&1, ++ ner ER EL Em ) | : : 
2 18 cat d(p, Ay, .….. Am-1) ; | 
s : ; o E, VE On 


eran oe 


: 


RE fet 
dË, FLE + | or 
re ; On, tee on eee \/ 2 (= SET. > 


| 
| 
à 


d(; LR Am—1) 


. 


Ce, Lis Wy: tee 


FRET CAE TEE TRE ee ker 
i? a } | dm 1 ja” Dei | 
comme on le voit immédiatement en élevant le déterminant au carré 


* al a" dl | 
, F # 4 ‘ ~ u . + 
; ; Fe 


. 
a] 
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par 1e procédé ordinaire, et en transformant le résultat par une for- 
mule connue. Ceci permet d’écrire 


(272 — 1 
D ee 
ie d(x, QE Lm) be ao [ alla ea (ecg oe AE \2 ap = — a, 


d’où 


(13,2) S,, — 


Tel est le résultat cherché. 


14. Autres intégrales. — Considérons l'intégrale 


m—1) 
(14,1) EE TC Rene 
étendue à 
ap pees CRE en): 


Soient ,,5.,..., mn; me — 1 fonctions de m — 2 paramètres A,, ..., 
Am» telles que 


mm —1 


a= & 
p=1 | 


Rp — Ep sing (Pai, 2%, m1), 


aes 605.0; 


Posons 


0 <0 


IA 


Te 
Les coordonnées d’un point de l’hypersphère sont ainsi fonctions 


des m—2 paramètres A,, et de 9. On aura d’abord 


ee eee Ee Qu (Eve, Cie) 
+ aims 20 cos0 2,(—1)?"" d(9, Et, Or] Ep—1 Greets SION) Ent) 


SS ENED | 
AN La \/2 pisse POM ie US ae 
¢ 1a TD seat =<) rp 


(voir le numéro précédent). Puis 


ates; ae) Poor) (— i 0 test sine 0 (0, TS COS Ep-1) 


(DR nay = TL). 


= 
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Ceci permet d'écrire LA (its 
(m—1) grok fet , te : ¥ ey 

Ts =f sin”-28 (cost) of” v2, Tine SS ag Saver oes 

ou RES oe Preis eee et 
(4,2) 9 - l=———, fe sin™-29 f(cos9)d8. 


¥ 
? 


a a * 
+ LE AR 


15. Application. — -Proposons nous de trouver: une ve mite supérieure 
de 


p CETTE * 2 : 
LES SR ëË ue in ee EG 


étendue à NT 
4 si 26 pS Be 


 rétant la bte point ani ce. Ly)? aun à point A intérieur à l'hyper | 
_ sphère; À est une constante. 8 : nes oe ane ae 


Par une substitution Ru nous amenons AR à la position | 


wt +c ee =i. 


ae 
me homogénéité Seta. que l'intégrale est tle ENT is rene = par nine 


- fonction de a; ceci nous permet de faire ne et Nous sommes s ramenés. = x 
au calcul précédent, avec ee 


< COR Less & eee ae 


: À Hm) = U— 38 2 + at 
de sorte que | wee 


ee Bre 
‘tang = = ;_ 
“a F3 RAS 


ACT os 


Grey 


Ms 2 


VAT, PQ, 
pen - hrs d re ‘a 4 eee LEE 
a Pr we ee Lope 2e 
PEN + - = re” 
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= d'où, i—i<iEm- LD dt ie 


AA 2: $ vu | : » : ‘ : 

UE à a+ 2. bee es ye 4 : 
wee Petr Mea ce a t 

sgl = | = ee i 


St ree eee m — = ee 
a) CRETE 


wae 


£ Fe 1k ce. we T ; ue : 3 Le : woe du a ag ; 
« à . _ — 3 ~ ‘ 


Sr in om : — meh kor a ee 
EN 2 - Le , 23 À r= DETENTE +) ae ay ee “ 7 Ema e : 


ae Era a i De IC 3 - 


> SOT ES ea eae a rr RES 2 u™ du : 
a Ÿ es pris: = ie meet yet « ss a. 


F, ee eS re 6 “ aes cane ; x 4 oS . x Ê q LE 


< 


ne 2 ees Bryer eh: dat 
ee US 
Tae GaP 


f 


a ye me 


LA ET ar 
se = 


abe - gn dt - ASE 
Le 2 pur ee 
° To ayes ae Nia A | 


d intégration & u, on obtient un résultat de 

| HR À ne LES pa ae dem. 
: == Pr ; 
a+ (chap el be Er 


Lx. Fe ai 

’ AR D 

ou a - 

oa? a pate 
Le 1 40 

A | 
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ou ach a À Peale ee 28 nines 
m—1 Ke , AE J à FA CREUSE 

a ‘gm+t a 2 I # ÿ , ¢ at \ ear ao f coe PR at 
Wie mae J CIS RARE CAPE ET VE EME LE Ti ae 

t (=) Gta)? +e) BRENT a 


Le Ces Le J eae gene. | 
Noe aoe | RE Que) rea) 7 2 


c’est-à-dire 


ou enfin ; eee ae 
05,3) PE aS eos Bt er 


U. étant à un nombre quelconque supérieur à un, et 2 dépendant der m 
Mba | TRES a : omer. 


Cte a FS CHARI la eine 
 RQUARIONS LENÉATRESS “7 MS D ee RE 
I. — Recherche d'une solution particulière dans le domaine réel. ie ; ~ ane 


1. Soit RU 


(133) (0) = Ya ga 8 Ted dE + gt +eu Zh (a, ae Mint) ee : 
la sommation x. étant étendue à tous né Sen persea te avec note ; = 
tion des entiers1, 2, ..., m; cette sommation comprend donc m° termes. 
Les 44,35 ba, ai sont des one continues données de ay eo ee 


?. beep 


x Lys et 4 È ‘ # + n a 3 tps 


ra 
ve 
* 
à 


ru 
= 


sh 


REA Re Ca ne >: 
, Arh . a LAS 
Ste | * ye! ~~ 
; = RS se. 


, = 
. Aha 
5 ~*~ "A « ” = Le 
cs RC in eae, : 8 ae 
ty yas 7 Tire ren AVE 
* mr OMR 
g- Au EM PES RU REEESS 
£ ~ 2 a » ga ae eae 
= . » q st 7 = fi a 
a J Pad ae La * Ps 
; FL a & fm Le : à Ps QE 
7 2 Steet . re ree 
a ha, PR PERS 
+ 3 7 ae ies a iw 
* _ > ae , os iv 
LAS BP lee 
be SE A M2 de 
. CR Pe a 
- a DIE D a 
F 1 ve She RATE 
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Nous supposons d’abord que ces fonctions sont réelles, et que l’équa- 
tion est de type elliptique dans un domaine D réel, limité par une sur- 
face S, c’est-à-dire que, dans D, la forme quadratique en X,, 
Neer 5 ee 


mm 


(1,2) Xa,84a,8 XaXg 


est définie. Nous ferons en sorte que cette forme soit définie positive, 
et que son discriminant soit un; s’il n’en est pas ainsi, il suffit de mul- 
tiplier les deux membres de l'équation par une fonction convenable 
pour être ramené à ce cas. 


2. Cela étant, nous cherchons d’abord une: PEN particulière HC 
équation CE 1): Soit , 


(a, 1) (ai; :.-5 Zn Ay, wer) Am) = a, BA, 8 (25 ….) am) (Za— aa) (æp— ap), 


les A,4 étant les coefficients de la forme adjointe à (1,2); si nous 
n'avions pas pris le discriminant de cette dernière égal à un, nous 
aurions dû, dans (2,1), diviser les A, par cc discriminant. 

Nous désignerons par X le point (2, ..., æ,), par A le point © 
(a, ..., a), et nous écrirons souvent H(X, A) le premier membre 
de (2,1); et nous ice de même pour les autres fonctions des mêmes 


variables. 

i solution que nous cons sera de la forme (' ) 
(2,2) 04 Du ae 
| HE eA) 


où #(A) est une fonction à déterminer. On suppose ici 
: m > 2. 


Formons f(u). L'intégrale du second membre de (2,2) est conver- 
gente si ¢ est une fonction bornée. Dans la même hypothèse, ses déri- 
vées partielles du premier ordre s’obtiennent en dérivant sous le 


(1) Cet artifice est puisé dans le travail cité de M. E.-E. Levi. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLUI. — Février 1926,- : 5 


f : SES at oe lee 


+ 


sh 


PS ST ae Se ee 


A 


RT. Dee ES Ee ne Pe Oey eee Te 


Pe ee ee 


LV 
tom See 7 À 


dax" 
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ee CL tee PRES RER eo eee ee 
du ox ee 


(258) .- = 
3 is HX, ASE 


car i y a convergence anita Sata > 


$e 


_ Passons aux dérivé bes sPÉGRREES ns D en et 


point ss Tigi! ws sh “sn ane aura 


¥ 


(2,31) ra ia - (A) 5 a œ Agta ee ) - 


Sy aa ; Ne GROEN CSS TAC RE ee 
ae pr re IS NE cena TG. pate ad es BEB hg 
: - N * He Fr { 0x8. D": | : 4 | 


nous pourrons écrire. SON FREE NS 
2 | 2—m ; Fed a Le «2 Pre ee es à | Ë re 1 … 
=P 1 ss : | à : Fee * hy wii à. es | Dre mn. ee PA 
‘ana : ort 2 dag a eme? +. = 
: at 5 Re Sty ” ee ie, s =i < x AEC, Ay AS 
Done ig Sie as | : Tee ere Se 


_ Le r d ä# wae 2 


SP 


ON ANR CEE ae EE 2 = | Snot + ed 
ea à + + o(A) 2 |W x, wae. a om) SS nae 
eu Up a OR 


è sa (mt). 2m pe ” = } ee =. = 

5 == f" FA) [Ce i (x A] da, - ce tm) Eee +R eA 

4 A De À D’ Sate ei e “ 4 A; i ne : 

m—2 A. à (æy—a Jin ee St) ae 
aes aia ob o(A) Zys de gece “: en Pi : 
> a: r | s = | Cut. 4 | RCE e tee cu es at | st cé wy rm ts 
Bi Titers 50 la seconde intégrale es ‘oom membre se (dériv immédiatemen 
ts Se #4 : Les aa, Cis 

Sen: sous le signe fe ve Ha intégrale devient, par intégration 

TC £ 4 “fi a: # RTE |. © 
V2 se À 
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parties, 


(m—1) 2—m : 
— (— Deal v(A) H ? (X, A) d{ dai, suey da) 


; 
(7m) 2—m 
Ov(A) ares 
et ut 2) 


l'intégrale sur S’ étant prise dans le sens associé au sens (a,, ..., dp) 
de D”. Or ces deux intégrales se dérivent sous le signe fe Nous trou- 
vons ainsi 2 


»(m) 2—m 


(2,4) swy= f o(AYSIA® (X, A)]ata, ... am) 


D’ 
2— nt 


(m—1) 2— me 
= oA) Zag) na gx) TR TX, ayons, a) 
o's LB 


(mm) | 
= f Lo ei NCA AE 
p” 


expression de la fonction qui est intégrée dans D’n’importe pas pour 
la suite. 

Faisons tendre D” vers zéro dans toutes ses dimensions, le point X 
restant à son intérieur. Il est évident que la troisième intégrale tend 
vers zéro. Nous allons montrer que la première intégrale tend vers 
une limite, c’est-à-dire que 


(m) 2—m 
a o(A)S[H 3 (X, a) d(a, ee An) 
D 


est convergente. En effet 
prices We? (Xx Aj == (m— 2) A (A)H 2 (Xx A) 
023028 227 = a ue , 
+ m(m—2)£À,5As (A) - 


MH 2 


x Aga(A) (ay— ay) (æ5— as) H  ? (X, A); 


done 
: 2H =" X,A BL à 
2 pus) oH) = (m—2)H *(X, A) Xsas(X) Aa,8(A) 
m +2 = 


+ m(m — ae TAUX, A) Zo,6,7,5 %.,8 (X) 
>< Ag, (A) Ag3(A) (æy— ay) (æ5— a5). 


Or 


co est un ire positif, et : = 
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24,8 a; ps) Ae B(A) = m + 


‘“ 


les points tenant la place d’une fonction ayant une ben du pre- KP Te 


mier ordre par rapport à la distance r des points À et X, quand on se ; a3 s 
connait des limites supérieures des valeurs absolues des LE NE) dee a 
ee oi 

leurs dérivées premières. De même PRE ASTEESS 
pin ve ru be 

Pabiraae.p 8(X) Ag (A) Aga(A) (2y— ay) (w2— a) es Pie 4 
= ar ha r(A) (ay— ay) (25 — aa) +... =H(X, ise Ps * 

‘24 


les points tenant la place d’une fonction ayant une limitation du troi- 


sième ordre par LU àr. Done ele St ia . 
| ene: we (X, AY oe +0 SPEARS 
Sy fae Te Ga it 2 (XA) oes 
8 42,8 (X) PTIT = À; Ps ans 


le re ake une TR. du troisième ne par rapport à are 


Soit maintenant © le minimum dans D des racines Ss du discriminant k 
dela forme petgena en Xi, Ry Rios ene a 


“Lg: à RO) y 2,7; = 


(an) | ; ie" SHR AYE or. 
Il résulte de lA que pepe kon) LES ; | Me A ee fe 
: (2,42) à | sl x 3 yh A)| l| a kp cee 


k dépendant des limites supérieures. des lite absolues des ag et ae 3 orale 


leurs dérivées premières, et d'une limite inférieure de c. Se 
Donc la première intégrale du second membre de (2,4) est conver- 


gente, ef même uniformément convergente dans Re ce ge prouve: 


qu’elle représente une fonction continue de X. RESTES 


CL 


Il résulte de là que, D” tendant vers zéro dans toutes ses dimen: re, 
sions, la seconde intégrale du second membre de (2,4) tend aussivers + 
une limite, dont nous allons chercher une expression. Cette limite 


étant bien déterminée, nous pouvons particulariser les surfaces S$’; 


se altons supposer ae elles sont pasion eines RE unes des autres _ 


‘ / Ser 


ee 


1 , EL Fat i j n re À 
À , f Le . ieee * Pee elit t 
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par ee a LX, Or, en développant la CRUE cette intégrale 
~ . s’écrit- | 


ise 2) ne us TENTE 100 | 


FRE #3 i ae = ; 5 . re t 


dr ie M “a (= Pay Fi 7x, +.) Aa); 


| signe Ce | ae Se Ne 


12 Fe age 5 SUR 1 - A Rue 


x 
pi mt 


Fa cn JH ? “CA X) (Za— da) d(aaes tee Fa = 


7S) - 


mole = 


= 


— a) a acta - 


_ définie par la relation (2,2), ue on ne suppose pas ate Hee: a les 


un ol re imines en nx : aA HA que li ate Soe] 
et X, soit in Dép aun nombre fixe Pi hae Pe que un, on aura. 


| (eS: - i Sh Secor me | LE fe PES ne, 


cv « 


mn se 
ii Reve 

Ainsi (') ee Re 

(2,5) es oh tA =| H x al. 

: En ; 


A ‘existence et la continuité des dérivées troisièmes des @x,8 et des RARE Ted D 
des bg et de c; de plus cet auteur remplace (loc. cit., p. bas ts recente ss e(X) 
dans la foule (2,5) par la valeur erronée + 2-1 5. Ex A aa 


tions non linéaires, — & “ 


p. 185-230); voir particulièrement p, 195 et 197. M. Henaik Perini (Journal de 


ee ae 
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la dernière intégrale étant étendue à une En de rayon pior 


ce résultat est indépendant de 9; il est ea) (EURE 1, n° 12: à “ae 


sil’ on veut que $(u) = =f(X} ona donc une ation 7 ire mt 
pour calculer ¢(X). Nous verrons plus loin des conditions suffisantes — Oe 
pour que cette équation admette une solution et une seule. INSEE 

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la foncti 


F 


dérivées uo MR ) Be NE aie 


oe 
et - Les * 


Ey Fats Was eae 


(3,0 ee : @.-@. 


M. étant une e limite Cortes de le(A) dans D, ce. k dant un ? made sat 


(1) hote avons supposé Ro l'existence. et ta continuité de Abtés se | 
mières des coefficients ay 8» au lieu que la marche originale de M. E, -E. Levi nu 


(2) Cette étude nous servira plus loin à prétver k analyticité « des solutions de éque 
à 

_ (5) Dans le cas de deux variables, ce résultat et eëtoi du numéro suivant ont été 
donnés par M. Dint, Sur la méthode des approximations successives pour les équa- a 
tions aux dérivées partielles du deuxième ordre (Acta mathematica, 1. CA 1902, | : 


| Math. pures et appliquées, 6° série, t, 3, 1909, p+ 127-223) a donné les conditions "Le \ 
nécessaires et suffisantes pour que le: tr sos a! haa a a ait des eects | 


secondes. 


- 


ten SATS VO PT SS En ee BRP tee es Ve RE 

L i. ey fares AS x = Den" 
ar" "Ent MALE oe 7 s 2 
wee re gars * i è à : 7/4 s fe. 
he 3 « \ 
: = + k 
“ 
| 
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és res Soit s’ une e hypersphère de centre X et de rayon 2p; soit Dla partie. 
eae du domaine D intérieure a $’, et soit D’ la partie restante ue D. On 
oY aura, d'après (2, 3); ee pe bat : 


En Ge), Ay 


: 4 | SAUT 2m a CEST > 
Lee es AR ghee | oul We ts an * (X, A) Oi. (XA) pot | 
SAS Ve Su Co one mnt AS 


2 CORRE 7 2m 2—m Sat 

a? ‘al . [ 2 . ye 

es coffee os LOE) ee sare 
ju pr - es Ks x) 


OX y x; OX», 


; ay grea nt tas | 
5 A ARTE RE si 


2 , 
oe nee 
OP Pi oe 
lel a du 
os ua x : PAR im) : ea We 
se day + ” nome Ag ere Ba) 
Para RAS | 


notre intégrale est oR que 
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la valeur de R qui nous donne la meilleure limitation est donnée par — 


- BR’ = Wes 


I | ave > ; Pitas ’ 
(22) - à pa 5 LE EE, is 


a elle nous conduit aI’ expression (3,21), où 4, est le pe de Ne 


par une fonction de m qu'il est inutile d'écrire. 


Ainsi la seconde intégrale de la formule (3,2) est moindre en valeur 


absolue able 2h, Mp. Passons à la première intégrale. On a > es 


CEA OXy, 0x8 ‘ x 


2—m à + 2= me : 2—m | 
X, A GEL ee Hu REA 
fuir mn] _ [21% 0] [res]. 


£,,&,...,§, étant les coordonnées de X,, et X’ étant un point dela — 


droite XX,, situé entre x et X,. Sir’ est la distance Br et i ae oe i 


US a LPS LR EE TENUE 


2— nm ; , ; ? FER Le 
eH © (X,A)| | RS RU 
LÉ Ora 278 Nes LA # - : ae 7 + 


N, emer des mémes quantités que N, i Mais, A étant dans D’, 


ur AXSALS PME 


comme, d’autre part, | 4 ù | : | 
: Basel ps 


* 


nUn) | : É fo ei 
am, Vue, ro TE av 4 L Am) 


D’ 


Soit L, le maximum de la distunee de deux points de D; r est tate | 
jours compris entre 2p et L,; si 2p>L,, D’ n'existe donc pass 


si AE Le, on à Eur ie la limite AA fae Line 13) : 


Does Pa TO A dns 5 meme Free 
10 OM 
ANR RE Che Me Pi Re 


CE 
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Ainsi 
Bo Ga ak (2) 


et il est facile de remplacer le second membre par une quantité plus 
grande qui soit du type de l’énoncé, ou encore par 


NAMplog =, 


gm+i Vm 


>| 


(3,4) lp log =? 
k, étant une constante; cette dernière limitation sera valable quel que 
soit ç inférieur à un nombre fixe inférieur à L,. 


4. Taéorème. — St dans D, e(A) satis fait à la condition de Lipschitz 
généralisée 
|e(A)—e(X)|<Nr* (oh), 
où N est constant dans D, et our est la distance AX, u(X) a des dérivées 
secondes continues dans l’intérieur de D. 


Soit S’ une hypersphère de centre X et de rayon p; soit D’ la partie 
de D extérieure à S’..Ona 


(4) mete) = lim w(X), 
avec 
(mm) A 
(ht) “x = [ EE À) ga, ie 


Or [Chap. I, (6,5)] 
Bo ee CRE: (Ke 
dx =} Fe OLq 0x6 


(ie. sd) 


(4,2) 


2 
To 


A oH ? (X,A 
— Épyneites | nu. …., ag 1) 
= s' 


la dernière intégrale provenant du déplacement de S’; S’ est pris dans 


Ann. Ee. Norm., (3), XLII. — FÉVRIER 1926. 6 
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le sens associé au sens (ee vey Gp) de son intérieur. . Ceci peut s’ ‘écrire 
4 Ae 2 2—m F Sop RTS Du 
RE dw(X) _ tn) de 9! HT Tere Se LA Rss = 
(4,21) “0x3 à RENE ec 00] Oe, CE (ay oe | Ave ; 
BS oH re “x, Fu % RL oe ei 
+00 f : Ok, 0x5 aa, Nos ZE an) ie Vite à es - 
| | 4 : (Corsi - Ci 2 ‘ À: . * 7 Er af ; Fine 
=n nts fay ASEM aap 
“Mais a A a rire dr re a 


om 


ot ar MD _m=2 2% thas rag os _ on x. 


En portant dans (4, a une intégration par parties donne ae 


xe “3 re oy | A ts, à F(X, aS R, ae = 18 ù 
42 ; (4,8) ne pr se zo oes dew tee 2: ; am) se pe not 
ETES Ong 2 (m) ae . dA, a (% — a ) ri aù 2 
a RER SL EC — anode Ox, _ de ie a Ê eee iat ay 
| | ù ré. W(X.) 
. , et 2—m & ee 
| \ | MS = eve oi 0H © ne DEA) eau . ” ae 
j js : whee eS p i L Le Sel at re ét 
% m— We nk Ÿ x et 
Hs (ees ae ; [e(X)— “MA Me Apt + ees +» 8 De 
s Ge TR = $ 
LAS > tg een eh NT Fe 
ee | ERA Bite tendre 8 vers Zéro, qe. deux premières: intégrales aes + 
be deer : tendent uniformément vers les intégrales étendues D, iia: troisième Baek 
; : À : "x = 
| intégrale ne change pas, et la dernière tend uni formément vers zéro. RE 
A ; X he 
a a ) tendant uniformément vers sa limite, celle- ci est la dérivée de 
la limite de ws) c'est-à-dire que CRE RER 
+ d'u Au(X) Li HT (X, A) = < Vs = aS f 
Fe ; (4 O2y, Oxy, 0x¢ ia Lea) DOUÉ Nr? 0x8 ee Be, Am) LE BY 
4 inl 9 D 1 aay eke Nees ares 
| sf IDE 
| ‘ = (x of a aes 5 “dag” Scat tea CIC TER day. [3 oy a 
re = HA Xen ee 3 ey 


(m—1) a: ‘ 
= Came. 00 f MR es an 


ù si 


Ep 
ES 


det cr dane r ‘olen. où (a) sait à la condition 


— Dans les ir de et de wu, on peut rem- 


LOUE O14). 


lon « 0 


int 2m pls 


ne de #(u) est le même que s si V(X) à 


‘est done ( Ga)" aera ies gtr SNS 


em ae | é Sen 
“Ween, si er Se ss day, ac a ee 


2 


s continues, Où au moins 


~ données cartésiennes. Si les valeurs données sur la frontiére sont 


_ terons pas à part le cas où m= 2. Nous UE donc 
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obtient un domaine à trois dimensions, sorte ae tore si D n va. qu'un. 


seul contour. Soit ¢ l'angle d’un demi-plan méridien quelconque 4 avec 


un demi-plan méridien fée Nous ponton ajouter à pee un SES 
terme | SR 
Fou 5 HA 
foes : 
00? Hé 


où A est une fonction positive quelconque (à dérivées premières con- 


tinues) de æ,, æ,. Nous avons ainsi une équation de type elliptique, x 
écrite en coordonnées semi-polaires; mais on peut revenir aux coor- a 


indépendantes de +, la solution sera aussi indépendante de +, sauf AR 
peut-être dans les cas où il y aurait une solution indéterminée : mais 
on verra que ces,cas seront exclus de nos considérations. On aura 
ainsi résolu le problème de Dirichlet es l'équation à se variables 1. 8 CUS 
donnée d’abord. , | LIST: RSS 

En conséquence, dans la suite, sauf avis Hs nous ne trai 


~ LE À 
f - 


| D: 
x | RSR ETS | MEN AP ee 
Fe | eee nee CIS 
Quel que Soit m, EE reste, on peut l augmenter par ce. Rs En ap Bt zi 
particulier, on peut aussi ramener le cas où m=1, c’est- à-dire fe cas: eee 
des équations différentielles, au cas où m—=3. 1 2 
Ge Reese 
II. — Extension au domaine complexe. Sr Fi os 
| A ae 
re Nature des domaines complexes considérés. — Les considérations FA SR 
précédentes peuvent s'étendre à certains cas où D est une multiplicité RIRES 
complexe à m paramètres réels; nous RU encore. par.S la: | ae 
frontiére de D. Nous supposerons que les a der bare, f sont des fonc- ae 
tions holomorphes. ri ~ ; 14 
= Nous imposerons à D la restriction suivante : Cr x et A sont deux | ee 
points de D, ona RL 
ie “Hx, Ayo, Meee tio HE or 
sauf si X et A sont and Nous i imposerons en outre à D he con- ae 
dition que, si X et As sont deux pants, de D, neg rg réelle de He A). "21000 
és la 4 4 


~~ 7 20 


on 3 = 
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est positive ou nulle ; alors l’argument de H(X, A) sera évidemment une 
fonction uniforme de X et de A. 

Mais comment pourra-t-on satisfaire aux conditions imposées à D? 
Soientx,, @,, A, les parties réelles de æ,, a,, A,8; soient æ,, a,,Az5 


les coefficients de : dans les mêmes quantités. On a 


Ze,p Ac s(Ta— da) (r8— ap) 
= 24,gA0,8(@— ax) (pg — a.) — La pAus(ts— ax) (x'3— a8) 
—22,8A%s(r—a)(x8— ag) 
+i[228Ac, p (re — a) (28 — ag) 
+ %u,8A%,8( 2%. — au) ( (xs — ag) — 2,,8 Ax, Bah — a) (æ8— a's)]. 


Nous pourrons d’abord nous arranger de façon que, dans D, la forme 


quadratique | 
2,8 A B(ta— aa) (xs — ag), 


où les variables sont les x, — a,, soit définie positive. A cause de 
l'hypothèse faite sur la forme (1,2), dans une certaine région réelle, 
l'hypothèse actuelle sera satisfaite Courte que l'on ne s’ dr pas 
trop de cette région réelle. 

Soient L’ et L’ des nombres positifs ou routs tels que 


LE, (2e — ax)’; 
eZ; (2 — 0). 
Solent 3 et o” des nombres positifs tels que 
aL? > Ze, 8 Aus (a — as) (r8— ag) > L?, 
et soit T une lroute supérieure des | Az |. On aura 
LE 2,,8A%8(24— Ax) (r8— ds)]| <m?TL'E7. 
Par suite, en désignant par & À la partie réelle de A, 


-AH(X, dore gt Li, 


Or nous pourrons faire en sorte que, sur D, le rapport tL’: L’ reste infé- 
rieur à une limite g fixe: le nombre positif g sera pris de façon que 


g=o'—am’Tg—o' g’> 0, 
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cette relation définissant 5; cette ae aura sien Dour que g , soit. + 
assez petit. On voit qu’alors — igs ¢ EE 1e027r PRES : wee a > 


c 


ay es ARCS > EUR SES eae 
“cette partie réelle est done toujours positive ou nulle; elle ne peut’ FU À 
i s Fe si X et À sont confondus, puisque Po "hag ER SITES RULES ; 
; aS Lie de te SES te ee oe se a ong 


L’ var ie H(X, A) pourra toujours étre pris entre FE Ter LEAS 


~ 


Mais nous aurons besoin de supposer que 


73 ) . | _ JargH(X, A)| <angle fi fixe Bc £ + oo aoe eee 


» : : 3 : 
é : “ma ES 


Pour cela remarquons que 5H, coefficient de i dans H, est tel que, ono. 

| “appelant U une limite supérieure, des [Anal oe ayes nee FFE 
DANCE e PAG ER QUES TFUE SRE ee 
done — 3 Le ek = ys ETS ESS 


x A ahs Bars nae HOGA - Obs tha <a 


si x est assez petit, et si en 1 outre on reste assez près iy domaine ve | ‘Sa 
le second. membre est aussi petit que l’on veut, car T est aussi petit ‘ a 
que l’on veut. On aura done bien l'inégalité (7,3). 2=> 222 eee aan 
> D’après (7,21), nous avons déjà vu que deux points distincts ae D LS 
Reet ey ont des projections. distinctes sur l’espace réel : nous entendons par A RTE ER 
s | _projéctions de A sur l’espace réel le point A’ de coordonnées d';5 aoa 
$ Adresse ON pourra done prendre ds a 9 ome, para- . EF 

_ mètres pour exprimer les coordonnées Pon part quelconque deD: > See 

La condition (7,21) entraine alors que, ques ave soient les AGPIRE FN eee 

réels h,, RAC ARS ES 


“ + 


ji" 


(30) 2 > DDE Less. 


_ Réciproquement, si cette inégalité a lieu quels que soient les i: et 


le point A de D, la condition (7: 21) est omy. En effet, oe deux 
points X et : fixes, on peut écrire — : ahs 


os 


L'=Saha(ah—a ly 


La partie réelle de cette hypersphère est la fconuere des aide D 


et nous déterminons À par l'équation 
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les À, étant des nombres réels tels que S, À? =r. Or, d’après la for- aye 
mule des accroissements finis, | | 
(9:32) Zu la(to— du) = La,8 ho (SE 2) (ob — ab), . 4 


la dérivée étant prise en un point de la droite X’ A’, situé entre X’ et A’. a 
Kn rapprochant (7,32) de (7,31), on obtient immédiatement (7,21). Te a 
Ainsi cette dernière condition a lieu pourvu seulement que les parties 


CI 
imaginaires des dérivées ‘ da soient assez petites. 


Que pouvons-nous dire de | | | TRE 


AE eae En) 7 
d(a', io Sey) Ga) 


Remarquons que 


< (i. 0a, \? : a 

Z(o) <# à 

dès ne un théorème connu de M. Hadamard entraine a 

: AE RM = a 

a (aes | cure 4 
En réalité nous ne considérerons pas isolément ces domaines com- ; | À a 
plexes à m dimensions : nous en considérerons toute une famille, ; “4 

_ balayant une région à 2m dimensions de l’espace complexe. Suivant = 
_ les cas, ou bien tous ces domaines complexes auront une même fron- ae 
‘tiere réelle, ou bien leurs frontières varieront en restant tracées sur ns an 


une même multiplicité analytique am — 1 paramètres complexes. 
Par exemple, considérons l'hypersphère 


(7.8) BEA AH bose. 


complexes définis de la façon suivante : étant donnés m nombres réels : 
quelconques b,, b,,..., On,» nous posons 


(7:81) Er du =— À b4 (opel, 2, a 1e Re a 


(7:52) PES + (HOT = à + BaD 
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dont nous choisissons, pour | Rene D LP RENE 


(7:53) Le < ate | A 


». 


la racine positive. Nous avons ainsi une Te am paramètres de Ss 4 a 
domaines D; les paramètres sont b,, b,,.. 1 Om La condition relative” 2 40 


à g sera remplie si ONE M M ce a 


i : > Bene ET ice re LES Lai 
(7,54) . pest Clie oe co) eS Beene nn 


La région balayée, dans I’ espace ere est définie. par TENTE 


Ta LE Te vt RTE : 
(7,55) [at Salo eat) at Zep iat A 
. : da Ty æ £ 2 : r z « ; + ne Pag 


Si l’on veut que la frontière ne raste pas réelle à fixe, il suffit de. 

reprendre les relations (7,51) et (7,52), après avoir fait subiràæ,, .…, 
Lp une transformation orthogonale complexe ; EUS, transformation : ae a 
devra être assujettie à être RE voisine d’une transformation ro 
réelle, qui sera par exemple la transformation unités (2377 se eee TPE 


On pourra aussi procéder de la façon suivante, si l’on i impose aux 


domaines D une frontière réelle S convexe. Le point A étant choisi tel 
que sa projection sur l'espace réel soit intérieure 2 a cette frontière, on: à CHU 
le joint aux points de cette frontière par des traits rectilignes (multi- a de Re 
plicités linéaires à un paramètre réel); on a ainsi un domaine D. Poûr 221080 


que la condition relative à g soit remplie, il est nécessaire et suffisant | 
que la ni DES définie par l'équation en 2, ..., 2, 


m? 


8° Xa (%,— az)? = De daly : 7% a Be 


ait tous ses points intérieurs à S ou situés sur Se RE | ra 
SiS n'était pas convexe, il faudrait remplacer les traits rectilignes CA Be 
par des traits curvilignes. SL EN OR 
Dans ce procédé, plusieurs domaines D de la famille passent par i ee poe 
méme oe de la région halayée._ NE UE oe 
8. Nous allons encore chercher une ME del’ ‘équation (1, 1) qui ‘es eu th a 
soit du type (2,2), D étant l’un quelconque des. domaines que nous | % Er 


venons de définir, et qui passent par le point, X et l'intégrale étant 
prise dans le sens (a, ..., a,). (A) devra être holomorphe dans an 


ae. ae ye ee eee es " 
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region balayée par les domaines D. Nous allons d’abord démontrer 


que, dans ces conditions, u(X) ne change pas quand on déforme D de 
façon qu’il continue de passer par X, et de façon que sa frontière ne 
change pas ou reste sur une même multiplicité analytique à m—1 
paramètres. 

Ce qui nous oblige} à une dites, c’est la présence de la sin- 
gularité de la fonction intégrée au point X. En effet, la puissance frac- 
tionnaire de H n’empéche pas la fonction intégrée d’être uniforme, 


puisque l'argument de H satisfait à la condition (753) (ici, il suffirait 


A 3 | : Fee SCT 
même que cet argument reste, en valeur absolue, inférieur à =); on. 


prend la détermination de la puissance fractionnaire qui devient posi- 


tive dans le cas réel : la valeur absolue de son argument est inférieure 


a 


apie? 


Si done il n’y avait pas cette singularité, il suffirait d’ appliquer la 


remarque finale du n° 41 (Chap. I). 
Nous démontrerons alors la proposition suivante : 


Si, dans l intégrale 


- {m) : 
(8,1) . U(X) af e(A) o(X, Neon state am), 


¢(A) et o(X, A) sont des fonctions holomorphes de A, la derniere seule 
ayant une singularité au point X de V, et cela de façon que 


(8,11) [o(X, A )|< kL" ae 


où L! est ih distance des projections de X et a A sur l’ espace réel, ct ouh 


et k sont des constantes positives, la valeur de l'intégrale ne change pas 


quand D est déformé sans cesser de satisfaire aux conditions indiquées. 


En effet SPAS 
(m) 
Re Denise Ad (ays An) 
D’ étant ie partie de D extérieure à un petit contour S/ isolant X. 
Quand on déformera D, on pourra imaginer, par exemple, que S’ 
garde toujours la même projection sur l’espace réel. 
Or appliquons la formule (11,4) (Chap. D) à l’intégrale prise sur D'; 
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la dérivée par rapport au paramètre. t dont dépend D ost. 


ab 


(8, 13) de J phare RER 


i 2 
~ BEN ass 90 ne a), 4 


rieur. Imaginons que Ss’ soit, par te 


” 


27 ae fé 


- Alors les aes i ment 


_ petites du premier ordre à au moins s par rapport à > , puisque rie fone ee 


tions | = Peg 
ddr wala’, oie diras EE JE (a =1, 2, os LAPS 


ra 


“se ace aux 2%, quel que soit 7 quand A’ vient en et etq 
. ont des dérivées secondes continues. ie “4 
ts Dons on a sur SUR 


a “aa LAS pm da 


i peep 
a. 


| Fer di Ne ae 


À | 


=D; autre e part la mesure de lela projection de Ss sur l'espace 


ee 


Bar Se die 


i . 5. et 5 . re 


4 GP ins RER lineal (2 5 du à Chap I ih sut d 
ey eee ai 


la dernière mee étant Ni mesure a la multiplicité. Cela s'étend au maine — 
di en introduisant les carrés des es si sous gh! deux nie eis 


; (8,2) | BCX, A) |< kL, 
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elle tend donc uniformément vers zéro avec 9. Donc la dérivée de U(X) 
par rapport à £est nulle. | DR. D: 


, d’après (7,2), 
HS (X A) ot Lin, 
le résultat s'applique donc, avec h = 2. 

Nous avons maintenant à voir si u(X) est donyable: donc holo- 
morphe | puisque u(X) est continu, et que nous sommes dans l’espace 
complexe |. Pour cela, revenons à l'intégrale (8,1), en supposant que 
do(X(A) 


ae Kit, | 
GE > 


h et k étant des constantes positives. L'intégrale étendue à D’ aura pour 
dérivée, d’après (11,4) (Chap. 1), 


nr) 
J TEE ne D Am) 


7m 


(m—1) 
af. —e(A)9(X, A) Denn mn) So =f ee Madness oy dns). 


n=1 


Ody, 
Cette fois, les = ne tendent pas tous vers ‘1620 avec o, car —— tend 
La 


\ 


Og, 
vers un ue que soit la direction dans laquelle on fait varier x 


_ les a, peuvent ne pas en être des fonctions holomorphes). Mais ces he 


ficients sont bornés, et avec l'hypothèse (8,2), cela suffit à montrer 


encore que l'intégrale le long de S’ tend uniformément vers zéro avec p. 


L'intégrale sur D’ tend uniformément vers l'intégrale sur D, et par 


ot 


_ suite Da calcule comme dans le cas réel. 


Ceci 1 nous permet de refaire tous les calculs du n°2, jusqu à la for- 
mule (2,4). On constate encore que, S’ tendant vers zéro dans toutes 


ses dimensions, la dernière intégrale de cette formule tend vers zéro, 


tandis que la première tend vers l'intégrale étendue à D. Il reste à 
trouver la limite de la seconde de ces intégrales, limite que nous pou- 


 yons encore Hope par celle de 


(ni—1) me 


(m— A) 24 (— ee ont ef Hee Ae (ea) das. ax) 


Mais : nous ne pouvons plus, sans précaution, supposer que S’ soit tracé 


in 


Hé nr LT Sn LÉ Te. 


w 


oS 
? rae 
Ve ges oe tp 


Kc, 
LL 


Adee 
ee 


pa 


# 


4 


7 


co a PS : 


+ Loa, die ey €: 


ce 


dla ap 
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sur | . ] r DE af ae 5 is ig ‘3 

(8,3) H(A, X)= 9’, Boas ee 

car il n’est pas certain que D rencontre cette HS suivant un “FAT à 

; Pe 

continuum à m—1 dimensions. | So See 

Remarquons alors que, d’après le début de cenumero, Mae Se ae 

(mi) 2—m < ax ; ase se oe : £ i ee .. 

Te o(Ays [HE 3 (XxX, ay da, saey ey É , ri a ay a 

D " Ss : "F4 TU 

ne dépend pas de D; done la limite de |’ inieerale étendue à ce n’ ert. REC 

dépend pas non plus. Nous pouvons donc déformer D de facon à le | ae 

faire passer par une RHONE à m — 1 dimensions tracée sur (8,3), ae 

et choisie de façon qu'on puisse satisfaire aux conditions relatives agi sg 

ete s ‘#f 

ce sera possible, du moins, si p est assez petit, réel si l’on veut; ‘quant HSE 

à la portion de D contenant X et limitée par (8,3), nous pourrons la ea 

faire coincider avec le lieu des homothétiques de l'intersection deD. SENS 

"Pre 2 LEE 

avec (8,3), avec des rapports d’homothétie variant de un à 4070. = ae HET 

Nous parvenons ainsi à la formule (2,43). Pour. transformer enfin SNS 

ce dernier résultat, il suffit de remarquer ue nous ne changeons pas ‘A À 

l'intégrale | REA D ES on 

‘- | (m) RTE: SE Si 

ghee eo, he) ‘. a Pr et r NÉ RTE ss 

en l’étendant au domaine réel ayant sa frontière sur la même hyper Se 

sphére (multiplicité analytique &m— 1 paramètres) que le domaine — a 
auquel viennent de nous conduire nos calculs. ‘ites Be LP ae 

. Ainsi la Bad coe (2,5) est encore vraie dans le domaine 1e complexe. 5 8 SCIE 

_ Pour m= 2, on parviendrait de même à (6,2). : cain ACES 

III. — Résolution de l'équation de Fredholm obtenue. * Were 

9. Nous allons voir que l’équation obtenue DR a 

À 1 | ; r(® -1) {mi “4 4e , Vus a ai i, 

. \ # : (A sr LS J ; ms ? S at oes 

(9,1) PORN vad À K(X, A) o(A) d(ai, ..., am) Aig aoa 

a | qn? “Dp ‘ hs a a ‘ # af 4 ba 

/ px LR EUX : > Het LL 4 L F x 

: —— L f(x), or DE OS gid ene a 

gat OY toed A ye Re a 

; ane 

; * se à 
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où 


2—m 


(9,11) Cie eae : (x, ay], 


peut, même dans le cas complexe, être traitée par les formules de 


M. Fredholm : on doit seulement, dans ce dernier cas, supposer que 
J(X) est holomorphe, et alors ¢(X) sera aussi holomorphe (dans la 
région. balayée par les domaines D). 

La proposition, pour un domaine D quelconque (tel que le second 
membre puisse être pris arbitrairement), résultera plus loin de l’étude 
que nous commençons. Nous allons d’abord montrer que, si les 


mesures 
(mn) : 
Da M aa) | 
D ; 


des domaines D restent assez petites, l'équation (9,1) admet, pour 

chaque domaine D, une solution; nous aurons ensuite à voir que 

celle-ci est holomorphe dans le cas complexe. 
Or ce premier point ne présente aucune difficulté. Soient 


K,(X, A)=K(X, A), 


(m) 
K,(X,A)= f K,-1(X, B)K(B, A)d(b, ..., Om); 
ps D i ; : 


les noyaux itérés K,(X, A) sont ainsi définis quand les points X et A 
appartiennent à un même domaine D satis faisant aux conditions requises. 


. Introduisons les constantes 


. ={"- : Gi any Ci) 
Ge m—1 ; m—V 
(ai. pa)? [(ay—1P ai +. +en] * 


De, reg mr 2); 


les intégrales étant étendues à tout l'espace réel. Soit A,,_, une limite 
supérieure de: 


- ’ 
m—1 


CT Re EEE Lo 
(237 +...4-27,) ? V(@—1t+.,.+ 2}, log — 


ae 5; A(x, +++) Lm) ; 


où L, est supérieur à la borne supérieure de la distance L’ des projec- 
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tions s sur |’ espace réel de deux points quelconques de D, et our r varie 2 
> see té 
_ de zéro à la borne supérieure de L’, l'intégrale étant étendue à Pint 


’ 5 Fs LA a0 ; 
rieur d’ une sphère de centre l’origine et de rayon — us Le exist 
le produit | ci-dessus a une limite quand r tend vers Séro. Enfin soit a axe 
une limite supérieure de Nook a ste es PL 


i à +f bee ES L DES . à . wee Oe oe TS à a 
| TON +. ar à (23+ tet eh) RATER A 


Ps miese Borla" . 
- 3 ae OS ox. 


OU à l'intégrale est étenduë à une “sphère de centre l'origine et de 
_ rayon — Le, r varie de zéro à la borne supérieure. de L'; Ay existe, car Je 


| produit tend vers zéro avec r. L’imitation de raisonnements connus Le ) 
va nous fournir une borne supérieure de |K,.,l. En effet, opérons 
ISTO so b,, une substitution linéaire, 1 non homogène, à coefficients — 
_ réels, de déterminant L'", telle que les parties réelles des nouvelles ah 
me ¥ ee Here variables Ci ces Om deviennent toutes égales à zéro quand le point | Pe 
ae BCS, ...,5,,) vient en A, et toutes alias : encore, excepté celle dec Of ie 
equ device égale à un, quand B vient en X; ce changement de 
variables résultera d’une homothétie suivie FE déplacement. Nous a 


voyons ainsi, en tenant compte de la relation (722), « qui naa naan 
AA a $ Mew : Pie 


oS Risk. (9,2) i | IK(X, A) < AL, IS ES | 4 


. * . = 7 a A 
£ fe cree 


où eat une constante, et en tenant compte aussi de pie GO 


que , 3 ats it SEE : sae SS 
i : e. ae a x À 
LE m—1(X ,A) | < haha. lines pm + re La, PAR À 
2 : 5 CALE | x ME Rs i 
ARE Ka) | | Kn 2 A) | <Myhsy ite? km zc eae % log i, Dre ae 
> 4 i é mi à USE FN : £ 
[Kes (X, A) <a. Am kee (1 + Fa be ¥ FA ne ee 


Ainsi Len] est borné. Sa borne supérieure ne dépend que ‘de t, m, 3 
Pilg sea ue ne a 


Nous pouvons aisément déduire de R une imite inférieure du rayon 


fo eee SS 


(Le Voir, par exemple, Heywoon et’ Paéonet; cond de FH. et ses. i eS 
applications a la. Physique mathématique, Paris 1912, Note de M. so 
Le 4r, 


"M 


+ 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 


or 
tor 


de convergence de la série entiére en A 


8 


> he Kon +1)p(X, A). 
p=} 


En désignant par une limite supérieure dela mesure de la projection 
de D sur l'espace réel, on aura évidemment 


m(p—1] 
te LIVES RNCS TEE 


la série convergera donc uniformément par rapport à À, X et A tant 
que l’on aura 


m 


LARG +8) Tati 


En particulier l'équation (9,1) sera certainement soluble si 
m m+t 


(9,4) SR EE MECS ETS 


Elle sera soluble également si le déterminant du noyau K,,,, n’admet 


pas la racine 
m — +1 
r (F > 1) 
2 e 


Mais, jusqu'à présent, nous n’avons pas démontré que la valeur 
de ¢(X) en un point X donné ne dépend pas du domaine D particulier, 
passant par X, auquel nous avons appliqué cette méthode. Cela peut 
s’établir comme les propositions correspondantes du n° 8. Introdui- 
sons p—1 points B,(¢=1, 2,..., p — 1), ayant pour coordonnées 
respectives 6,,, bys, .-., bn. On peut écrire | 


{rn) 


(9,9) K,(X, A)f(A)d(a;, ney: ite) 


D 


: (7p) 
ae AUS BAK(B, Bde Ra A) fA) Abin, bin an. 


Le second membre peut être considéré comme la limite d’une inté- 


dm 


we LA" 


R sera d’ ordre 1 — m par ob à a Gauges L' des projec de x à 
et de B sur l’espace réel, L’ étant regardé comme infiniment petit. Lae à 
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grale sans singularité : il suffit de : n ‘intégrer que: dus Ja portion d du. a ‘4 

champ telle que ES LE : € a s’ A 

L(X’, B,) >, L(By-1 By) >p  (g=2 PE) nn © Nhe Sate 

L(Bp—1, A’) > pe os or rs. and 

On peut, comme au n° 8, dériver cette intégrale par rapport au Le $ 
paramètre dont dépend D, et faire ensuite tendre p vers zéro. On trouve F 

ainsi que les deux ONE de (9,5) ne changent pas par la déforma- one. 

tion de D. ll en résulte que ¢(X) ne change pas non plus. eae 

On démontre de même que K,(X, A) est, quel que soit x, indépen- ee 

dant de D, pourvu que ce domaine passe par X et par A, et satisfasse a 
aux conditions requises. RS | i er 

10. Dérivées de | ‘om My SS a 

eee Nor Vet ers > BN ccm ey yo, Sinaia 

| KX, By w(B) aby. - cay = "ASS 

CAE Éd | : Ace Me LE iS 

Nous supposons que D” est un domaine quelconque, où is fonction _ oe ee 

#(B) est holomorphe. bp | DES 

Il est évident, sur l° l'expression deK, que si l'on Hu à RENE 


de pe PR NE oe 


—~ 


Bien que nous ayons surtout en vue le cas complexe, remarquons | 


que le calcul de R(X, B) et sa limitation ne font pas intervenir Tes 


“dérivées d’ordre supérieur au premier des fonctions CAPE bas LR ee FA : 
Dans pe isolons le point X par une oa C tracée sur LOTS 

if 4 . : 120 be — Ta) LS Pe" A 2 \ = : dé: 

; ( j " vx Pe ; 1 me a ’ à é A 


où p est un PR de positif suffisamment petit, et où les b, et dd De 3 Ss 
“sont les parties réelles des b, et des La Soit De. ce wie reste de D”. On. "vines 


a 


SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ. ibe 
aura [Chap. I, (11,4) | 


(7m) 


(10,2) K(X, B)w(B)d(b;, ..., Bn) 


0x; 


(m) 
Sef OK (Xs B) 
alk Se aes... b>) 


(m—1) 
ne K(X, B) ) æ (B) > ( Oe earns 2 ron a, «Hnle)s De 


n=1 


out la derniere intégrale n’a de sens que si l’on fixe la direction de la 
dérivation par rapport a la variable complexe x,. En tenant compte 
de (10,1), et en intégrant par parties, la première intégrale du second 
membre de (10,2) devient. | 


(m= C1) 
(10,3) à K(X, B) w(B) d(6,, “5 bm) 


Geel} 
Pf: . K(X, B) #(B) d(ds, ..., bm) 


nen 


(m) 
oe nes B) #(B) + K(X, B) =) | abs ra 
D’ 


S’ étant lafrontière de D’, prise dans le sens associé au sens (b,, ..., b,,) 
de D”, tandis que C est prise dans le sens opposé au sens associé au 
sens (b,. eer eee ae. | 

Si l’on fait tendre overs zero, la première intégrale (10,3) ne change 
pas, et la troisième converge uniformément. Réunissons la seconde 


| intégrale (19: 3) à la de du second membre de (10,2); je dis que 


(m—1) 
of K(X, B)w(B) 
Je — 


| É 3b, 
x Ea eae D 6 nm ten Ed (bn ae | 


n=1 


Ob . 
tend Penn vers zéro. En effet les = “ 2 tendent uniformément 


db 
vers zéro avec 9, excepté © qui tend vers un [voir ce qui est dit à 
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propos de l'intégrale (8, 12)]; dans le crochet, Li coefficients de 
chacun des d(b,,,, ..., n+) tendent uniformément vers. zéro, et, ae 
étant donnée la limitation de K(X, B), cela entraine notre proposition. i Pee 
- Quand ¢ tend vers zéro, notre dérivée tend done uniformément vers | pa Pp 
une limite : celle-ci est none la dérivée a l'intégrale Gennes GARE: fs eo 


(m) . #3 À , Pip “. ae to 
(10,4) af K(X, B) (8) d(b + bn) MEET Bete ETES 


(MA NES ee aly ee OPEL = 
aS K(X, Bjorn 2 4e) ORAN 


Man 


abi d(biy . my Bator ‘ 


LA 


(mn 7 
ei; [vos +805 8) 5h 


Or cette nine ne ‘dépend pas de ad ads. be on a 
déplacé x,; d’autre part, elle est évidemment, comme l'intégrale — 
donnée, fonction continue de X. Gomme on peut en dire autant des A 

| HE par rapport àæ,,..:, Œm, il en résulte, dans le cas complexe, — a 
Set we mg ery, reg tian donnée est fonetion Rp A de x. AS es ee 


¢ md - = Ch, CARO 


HAUTE Fee Considérons: une Eve w(B, A : soient ie ; 

cet A’ les projections de B et de A sur l’espace réel, et L(B’, A’) la Jom 

_ distance de ces projections. Nous supposons que les valeurs absolues — = ES 

| de w(B, A) et de ses dérivées premières admettent des limitations | Pak #2 
= d'ordres respectifs À — m eth—m—1 par Re à Sh 1/50. SH TONRESE 

Nous considérons Ny intégrale | Be a ah ee 

: PTT RS T4 


de = ‘ ' (in) “7 re: : ~~ HF 
pe ary ROUE JE a ja (B, A)d(b, sas dal <u CT ee ee 
7 - x - É J py ‘ ‘ 7 FA ae ae . ; 


étendue à un domaine passant par le point & et se composant des € rs 
points de D tels que + Se PAR ee aaa 
State es Gere (bs og a 
avec : eae SE : ae 


ILE A’), | , | ; P es rad w 
one re = . > 4 7 “à $ Bont À Peg 


a étant au plus égal au minimum de L(B’, =’) tian B' HONTE Se Sa 
Les valeurs absolues des dérivées ue de celte COTES par rapport Ss a 


as 


PEER SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GANERALISE. D no OE 


aux. Ly Ssaleuises pour la position & de x, admettent une limitation 
| d'ordre h— m par rapport à L(E, A’). > Fee 
_Sien effet nous appliquons la PAT (10, 4); nous eee voir r que 
ene des termes du second mebre adinet une limitation de la ety PR 
_ nature indiquée. FC Re + | | SAR À CE 
Pour I’ intégrale d'ordre m—1,cest teidert® car KO, B) nr UNE ES ae 
limitation de l'ordre de cs ma, B’), si X est en &, ou de l'ordre 
de a PE SANS l'on est sur S'; comme, dans RARE haa eset 


PRESS CL AN LE A) L(E, BY ZT LEY AY, 
| s dmet une Weeetions de Tone de Lees rare entn de | 


eS a uné limitation, de l'ordre de a”-'; Pi ntégrale admet 
e Hattation: me l'ordre de 2 su FRS HY 


ses Les, 


A ih A ee at = es : 


= net gi 
20 VAT ahs GE Es > 


ù plus égale à he Nous stoemployon le procédé 


co EE 


4 est Fa Eire He an, et ib faudra a 
rdre de K ih de se le résultat en découle 3 


Bode: =. D’ 4 
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12. Dérivées de K,(X, A). Appliquons ce qui vient dé étre dit en. 
souplisant n par K(B, A). Nous pouvons écrire, en désignant par | D 


la partie de D extérieure à D”. MENT er 
4 ~ ¥ “ (m) “3 " ; ‘ ¢ et Bs da . ’ A .f ae À $ . 
(12501)... K,(X,A) = py K(X, B}K(B, &)d(Garwss Om) >) 
a (im) $ ; : Le et SAR 2 ‘ l 
ne HE nd. MARNE 


La première » intégrale se dérive par rapport à a sous Je site ee 
car il n’y a pas de singularité; la seconde est du type qui vient d’être 
étudié. | | FPS EPATERS 

Done, si l'on est dane le cas complexe, K, 2(X, A) est holomorphe par à 4 

1m apport à X, pourvu que X et bes LRO aun méme domaine D CRE, a 


soient distincts. = oe ee oy? yaaa San 

Si l’on est dans le cas réel, K, (X, A) est peti es rapport ¢ aux Tay 
pourvu seulement ne les Gasp DC aient des dérivées. premiéres 
continues. ee 


En ce qui concerne lès Hans ne faut’ jens que Te corok 
laire (n° 11) suppose que D" est intérieur a D; nous. serons donc 
obligés de supposer que L(X A’) ne tombe pas ‘au-dessous d'un 
certain minimum a quand A parcourt S. Dans ces conditions, ial 
_ seconde intégrale admet une limitation de l’ordre de Fam 6e A"); la 


première intégrale, elle, admet une limitation de l’ordre Le tt eh 
| Lin (x A’) log © (a<r AE + NA a à 
| # comme on à voit en considérant qu’ onaa efectuck: une ‘intégrale ral 
ee ates tr NEB, D PACICAN A Sis eat he) ee are 
JS ER BLEAK, TN CRC a 


prise dans la partie de D ertérieure à la région 


L(X, Ba | SL as ee 


en introduisant les coordonnées polaires, et en remplaçant LO, Be $22 
pare. On aurawne limitation contenant RE LE MCE ‘ 


Lo. “dp 


| BoE, A’) : eee A‘) lost ict A 


hea 


rh te wal K(X, B) KB, A) a(b, + nf. aay a 
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où L, est une limite supérieure de la distance des projections de 
deux points de D. En réunissant ces résultats, on a donc 


(12,1) || <MLIon(X!, A!) log =, 


M étant une constante, connue dès qu’on sait borner les az,g, b,, cet 
leurs dérivées premières. 

On peut échanger les rôles des. points X et A dans la démonstration: 
on obtiendra ainsi 


Fr 


(12,2) < ML'="(X', A’) log ~; 


eS OK, (X, SA) 
le nombre M étant de méme nature que élu de (12,1), avec lequel on 
peut le confondre; mais cette fois, c'est L(B’ A’) qui ne doit pas 
tomber au-dessous de a, quand B parcourt S. 

Dans le cas complexe, K, est holomorphe par rapport à l'ensemble 
des points X ét A, pourvu qu ‘ils soient sur un même domaine D et 
distincts, et que ni l’un ni l’autre ne soit sur S. 

Enfin isolons sur D les deux points X et A; soit D’T ensemble ie 


points B de D tels que | 


LC, eau. [as L(x a, 


D" sera l’ensemble des points B de D tels que 
L(B' A!)< a; 


D’ sera l’ensemble des points restants de D, parmi lesquels doit se 
trouver toute la frontière S de D. On aura 


(m) 
D’ 


les fonctions intégrées étant toujours les mêmes. Par rapport à a,, la 


première et la seconde intégrale peuvent se dériver sous le signe f 


et la troisième peut se dériver par le procédé qu’on vient de voir. 
Dans les expressions obtenues, les dérivées de la première et de la 


troisième pelyegrals peuvent se dériver sous le signe f par rapport 


~ 


PR lk 


CT Ai ie eR eo | jrs, 


Sn hs 


> 


~/ 


Lets 'e 


oe ee PEN 


68 ees ie | GEORGES: ommaun. ou à Te 


à Ta; quant à la dérivée par rapport ada de la second 
se dérive par rapport à me en à appliquant la proposition du 
fonction à oe 


eae 


ds 2 


Peters el PAIE 
On trouve : ainsi que daa dag existe a est con nu (ce dont ne 


étions dé certains dans le Le complexe), ete en oul | 
| JKe(X, A) ee RNA | Ft of FE Sp 
en ce FE <M ae a a es = Rs 


ei 


le bee M étant de même nature que ceux des formules ( 
et (12,2) (il dépend seulement des limitations. des dar De bay © 
_ leurs dérivées premières). — Pr ECS ONE heat 

On voit de: même ae) la dérivée | me Fe La 


ga. de Pr A 73) Re Ce ae 2 “asso + ce . 


pela ped Be ne 


43. Dennis Me autres raves itérés. Fes ee autres 
| admettent. tous des dérivées par rapport aux da OÙ aux 2 
- dérivées: sont continues St. les deux points : sont him érents, 0 


an 


eee He fe peer, 


i 5 KSA) = | KX, B)K, FAN 
en : Le en ee . REX 


FE rapport hag et. Rue oie ainsi dre Pts en su re * ge a a 


| Faux itérés sont fonctions holomorphes de X et de À à 
de (quand les deux points sont is RARES 

. Les dérivées ss DÉS 3 FEU 
Pa ue re Ay 


+, . \ ps Enr 2 Dh 
Bet, s \ — NY ~ 
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xistent aussi et sont continues, même dans le cas és quand TL en ee PANNE 
pAbpone: seulement ae les. aig by @ c ont des dérivées premières | 


kK 00 Keath à K ics ws di AT eae ee | a 


se eb Tc on peut effectuer la double dérivation sous ste signe fe Si p= -3, | 


nou S avons | Stat ee, ew 


Le KB) K(B, A) (dre ee pw 


¢ x parties D, st D, | par la surface Fa ‘ ne 

NRC LG X)=L(B, A re PE | 

Cees ee . PAS ea à 

la région n contenant a Alors ; | 

FER js = 2 ee ‘ AMS sat) rites a UP LAN ET es 

: 7 i c ok "si ac n=/ 3 +! 4 ’ ie i a = ve = rhe "y us en: PN a ial “ 

SC SE UE AE 2 ne SZ Ds “> 5 $ = “le: ee SSE is ; © 
égrée ae la méme que dans (13, 2). La première i See CON ae 


le signe fla double dérivation. Pourla seodnde, 


are MS PME TR É TS AT A 5 


ds 


et AE MATS ‘ Ash) HER hol ah Ge 
x Li ro - or. ae 4 


Ke, KG nas - Pen ee 


oy Bb my a) Cm): 
an page ay 


LA “ 2 Pe 


on n peut effectuer d’ abord 


… a 5 «5 
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Pour la seconde intégrale (13,3), sa dérivée par rapport à a, se cal- 
cule comme celle de la première, et ensuite 


{m) F F B, A 
ie K(X, B) 2A? dl by, +2) bm) 


D, 
se dérive sous le signe [ par rapport à wg. Ainsi la dérivée (13, 1) 


existe et est continue même pour p= 3; et l’on peut intervertir 
l'ordre des dérivations. 


14. Derivées du noyau résolvant. — Le noyau résolvant de K,,,,, 
c'est-à-dire, tant que À reste assez petit, 


(ris 1) si KET D toss A), 
p=1 
est aussi dérivable. En effet nous pouvons l'écrire 


(m) ae 
K,(X, BY AK 08e UE, A) d(b;, ….s ra Ps 


p=i 


D 


car la série sous le signe [ est uniformément convergente, et la 
fonction par laquelle on la multiplie est intégrable dans D. Or il est 
visible que cette expression peut étre dérivée sous le signe f par 
rapport à x,. 


ere 0 0? 
On prouve d’une facon analogue que les dérivées ——, ———, 
dax das 0xg 


0? . ; gen à 
dag dax existent et sont continues pour l'expression (14,1). 


On démontre de même que les mêmes dérivées existent et sont 
continues pour 


(14,2) DK, (X, A) 


p=1 


(Sc = 
+f SAK eg B)S IK p(B, A) (By, «25 bm) 
D 
g=1 


p=1 


qui est le noyau résolvant de K(X, A). 


eS 
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45. Expressions de +(X) et de Que — Soit N(X, A) l’expres- 
1g Ae 


2 
+ On aura 


sion (14, 2) où l’on a remplacé À par 
. AT? 


GS, 1) 9(X)=— Gr) 


m 
qT 


(m) 
[ro f N(X, A) f(A) d(a, Bart 


on suppose, bien entendu, que l’on est dans les conditions (9,4). Des 
raisonnements toujours pareils montrent que e(X) admet, dans D, 
des dérivées premières continues, et que, dans le cas complexe, v(X) 
est holomorphe à l'intérieur de D. 

Pour w(X), son expression (2,2) et ce qui précède suffisent à 
prouver qu’elle est holomorphe dans le cas complexe, pourvue de 
dérivées secondes continues dans le cas réel, et-qu’elle satisfait à 
l'équation (1, 1). 

Remplacons, dans (2, 2), la fonction ¢ par son expression (15,1). 
Nous obtenons 


14 \ - r( 2 ) (7) 
(15, 2) TUCK) = SSS St G(X, A) f(A) d(a, Seis Am) : 


: kr? iis : 
en posant 
2m ? Im) om z 
(15, 3) UE Ayan 2 (X, A)+ Ho Oe RNB cA ya CDs ey bn) 
Fa ee * Pe | 


l'expression de G, découlant de la comparaison avec (15,3). 
‘Il est manifeste que, sim>3, 


(15, ry pues G(X, A)] <A, LP (X", A’), 
fk, étant une constante; et, sim = 3,- 
| Je 
SQL ay oly CEE . PACS AI les pray 
En efot, d’après son expression, 


7 [N(B, A)|<AÏL'i-"(X", Ay 
Ann. Ee. Norm., (3), XLII. — Mars 1926. 9 
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on obtient alors les résultats précédents en se reportant au procédé 
a a servi à limiter les noyaux itérés. 

G,(X, A), d’aprés son expression, admet des dérivées secondés 
continues par rapport aux æ, + La même fonction des dérivées con- 


tinues du type 
0°G,(X,-A) 
0X4 02g Oay 3 


et l’on peut y intervertir l’ordre des dérivations. 
Il résulte également de ce qu’on a dit que 


~ 0G, (X, A) iS /i—m ! I 
(15, 52) wow (X', A Ms 
£ 9° G,(X,-A) 
k,Li=-"n(X! { 
(155533 A kK, (X', A’), 


k, et k, étant des constantes, connues, ainsi que #,, quand on connait : 
le nombre ¢ de la formule (7,2), ainsi que des limites supérieures des 
valeurs absolues des a,¢, b,, c et de leurs dérivées premières. 
L'expression (15,2) représente une solution de (1,1) même si l’on 
suppose seulement, dans le cas réel, que f(X) satisfait à une condi- 
tion de Lipschitz généralisée. En eHste si l’on décompose G selon la 
formule (15,4) l'intégrale portant sur G, peut être dérivée deux fois 


sous le signe i et l’on peut appliquer à l’autre le théorème du n° 4: 


donc u(X) admet, même dans ce cas, des dérivées secondes continues. 
Pour achever de prouver que wu est alors solution de (1,1), il suffit 
de remarquer que 


FLAN IN © $IG(X, A)] =o; 


_cette identité résulte de (15,3), car 


RER K(X, B) N(B, A) d(b;, SRE De) 
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ce qui s'écrit aussi 
? 2m 


§ [G,(X, Ayj=—s|B? al; 


or ceci n’est que la relation (15,6). Elle montre bien que west solution . 
de (1,1), car le résultat de l'opération #, appliquée a 


ake Le GatX, AIT ne pr mer 


est évidemment 


(70) 
[SG (x ASA d ay an). 
EN 


Enfin il résulte aisément de ce qui précède que les dérivées sui- 
vantes de G(X, A) admettent des limitations du même type que celles 


2—m 


de son premier terme H * (X, A): 


(15,7) [ke a, 
(15,7) Tire dmg |< EX A), 
- ‘ats : 0G LT —m-—i U LA 


ces limitations supposent seulement que X, pour ia première, 
X et A, pour les deux dernières, ne s’approchent pas trop de la 
frontière S de D : & dépend du minimum Ô de L(X’, B’), ou 
de L(X’, B’) et de L(A’, B’), quand B parcourt S, des maxima des 
_ valeurs absolues des a,,¢, b,, c et de leurs dérivées premieres, | enfin du 
. nombre oc de la relation (7, 2). | 

Si l on veut pouvoir faire tendre à vers zéro, il suffit de remplacer, 
dans ces. limitations, k par klog = 3) k sera alors indépendant de 0, 


pourvu que à reste e inférieur : aun nombre fixe inférieur à un. 


AV - Étude de la fonction G(X, A). Potentiel. 


16. ue de réciprocité. — La fonction G(x, A) est ce qu’ on a 
- appelé une RE fondamentale de ASUS (1,1), expression que 
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M. Hadamard a proposé (') de remplacer par celle de solution 
élémentaire. 
Soit 


4 Las (X) P(X)] _$ A[ba(X) e(X)] 


G6; 1) Girl) l= Be dry OXB La Lee 


l'équation qu’on nomme associée à (1,1). Soit G*(X, A) une solution 
fondamentale, ou élémentaire, de cette équation, définie dans le même 
domaine que G; dans ce numéro nous devons supposer les dérivées 
des a,g jusqu’au troisième ordre éxistantes et continues, ainsi que 
celles des b, jusqu’au second ordre 

Des intégrations par parties montrent que, si u et ¢ ont des dérivées 
continues jusqu’au second ordre dans D et sur sa frontière S, on a 


(re) $ 
G6,2) fo je(X) FLu(X)]—a(X) GLo(X)]] dwn, «oa em) 


: (m—1) 4 
=|; Doe (— 1) (1) (a1) : 
S 
du 
x fe [Sans DE + bau(x)] 
d X)o(X 
— u(X) Èg ane mm rag eae he 
Nous allons appliquer cette formule à G(X, A) et à G*(X, B), en 
prenant pour D un domaine qui soit, ainsi que sa frontière S, intérieur 
à la région où nous venons de définir ces fonctions; A et B sont 


deux points de D; nous isolons, sur D, ces deux points par des 
contours S, et S,. Nous trouvons ainsi 


(m—1) 
(16, 3) Fe Zu (— 1) 1) (a1) 
S 
> Ja*(x, B) [220 


— G(X, A) 5 EN a a oy Pe) 


(m—1) (me —1) 
A: +f ; : 
8, Sa 


(1) Hapamann, Comptes rendus, t. 170, 1920, p. 149. 


OOM). 5,6¢x, A) 


ia 


wa ee 
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les fonctions intégrées étant les mêmes sous les trois signes 


Or si tous les points de S, et de S, tendent uniformément vers A ou 
vers B, on constate, en remplaçant les dérivées de G par celles de son 
expression (15, 4), et de même pour les dérivées de G*, que le second 
membre tend vers 


m 


DR Gta, B)— GiB eA). 
Lee) 

Ainsi | 

(16, 4) | G(B, A)=G'(A, B) + (A, B), 


| | : T 

I(A, B) étant une fonction égale au produit par — és 
| 
mier membre de (16,3); cette fonction est, dans le ae complexe, : 
holomorphe dans D, que A et B soient distincts ou non; dans le cas 
réel, elle est continue et dérivable. La multiplicité S qui intervient ici 
est interieure au domaine qui a servi à former G et G*, de sorte qu'on 
ne peut atteindre la frontiére de celui-ci. 


17. Lemme. — Soit 9(,, æ,, ..., æ,) une fonction homogène 
d'ordre — m des variables réelles ou complexes x,,%:, ...,&,; l'intégrale 


(m—1) Sa; 
fe As, ashe) Pim aig —— 0) ED) wy d(rou Ta) 
s 


reste invariable par toute dérormation de la surface fermée S ne 
rencontrant pas de singularité de ? (dans le cas réel, une singularité 
sera un point où les ue premières de o sont te 

En effet, la dérivée de cette intégrale par rapport au paramètre # de 
déformation de S est [Chap. (ri, 6)] te 


2 Pis 
i alee (en Las en) mi ee east Se dae sy TB) 
Su 


Or en ee et en appliquant le théorème ips fonctions 
is on trouve 
| 0 
Den yee Bio. i Pal mo (#1, Papas Fm) Fin Zara 0: 


& 


Le lemme est démontré. 
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18. Sur une intégrale particulière. — Considérons l'intégrale 


(m—1) 0G Ke A 
(18, 1) a a a( a agg (A) ES dda Bere sn 


Nous allons la transformer, en supposant que S soit une surface 

fermée, éntérieure au domaine où G(X, A) a été formé par le procédé 

décrit. On suppose que X est intérieur à un domaine D de frontière S. 
Cette intégrale peut s’écrire 


2—m 


SR oH * (X, A) 
(18, 2) de 2,8 (—1)! =) agg (A) PEN TES 


0G,(X, A 


CAC PETER EL PT 


(7m—1 

a : “Zaja(— 1") ay. 9( A) sé, Cost) 

S 
Or la dernière intégrale représente une fonction de X continue même 
sur S, parce qu'elle porte sur une fonction ayant une limitation 
d'ordre 2 —m par rapport à L(X’, A’); cela suffit pour qu’on puisse lui 
appliquer les raisonnements connus qu’on fait dans la théorie 
classique du potentiel de ‘simple couche. 

Passons à la première intégrale (18,2). On trouve aisément 


28 @o,3(A) me on = Eure) RL ne Aes 


H?(A,X) 


les points tenant lieu d’une fonction ayant une limitation d'ordre . 


2—m par rapport à L(X’, A’), et dont l'intégrale est, par suite, 
continue même sur S. Ainsi 


0G(X, À 
me) @( ag: sary du: 


(m—1) 
(18, 3) f 2a,8 (— 1) 0141) ay g (A) 
i (m--1) Fae 
mmf Um atts a) f Z,(— 1)(n=4 (41) Fe A (Ga41) à du) + J(X), 
: H? (A, X) 
J(X) étant une fonction continue méme sur S. 


Or H *(A,X) est une fonction homogène d’ordre —m de a,, 
3, +++, Gm. Nous concluons done du lemme que l’intégrale (18,1) ne 
change pas par une déformation de S. 
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Pour avoir sa valeur, appliquons la formule de Green [ Chap. I, 
(5,1)| à la partie d'un domaine D de frontière S, passant par X, 
satisfaisant aux conditions requises (n° 7), qui est extérieure a 
l'intersection S’ de D avec 


L(X’, A‘) = D; 
nous trouvons 
(m—1) 
(18,4) f Sa (ro) Pan Fe, ata, LS 
i het H? (A, X) 
IN — 1 
== f Za (— 1) (m1 (a1) Mat el CAC PÉTER: PET 
< He (A; X) 


car l’intégrale d'ordre m porte sur une fonction identiquement nulle. 
Or la multiplicité S’ peut être déformée, de façon à être tracée sur 


H(A, X)= 7°, 


où r est quelconque; le second membre de (18,4) est done égal (n° 2) à 


Par suite 


Jr A1) 
(8,8) [mn dau, da) 
s i) : 
ae) 
19. Cas où X est sur S. — Si X est sur S, il n'ya, dans le calcul 


précédent, à refaire que le calcul de 


(m—1) \ mt 


(19; 1) iE EECCA. X) Za(— fy Nee (eg se ay ) A(ao+1, sey Aas) 3 
S 


en lui ajoutant J(X), fonction qui est continue même sur S, on à la 
valeur de l’intégrale proposée. 

On voit comme précédemment que l’on peut remplacer la multi- 
plicité S d’intégration par la multiplicité S’ formée de l'intersection 


72 GEORGES GIRAUD. 


de D avec 
LX", Al) =; 


où p est assez petit, et de la partie de S située dans 
L(X’, A!) <p. 


Si nous déformons cette multiplicité S’ sans qu’elle cesse de rester 
tangente à S en X, cette intégrale ne change pas. En effet, si nous 
isolons X par un contour C tracé sur S’, la dérivée par rapport au 
paramètre ¢ de déformation de S’ de la portion d’intégrale étendue a © 
l’extérieur de C sera [Chap. I (11, 6)] 


(m—2) Sn 
(19, 2) i: H © (A, X) Zn (— 1)On=-0farn enr 
Cc 


da 
x< (Za— Aa) rie: A CEE : lus Auris 2459 Axyn1). 


Or, si C est l’intersection de S’ avec : 


L(X', A')=r, 


la fonction sous le signe fest d'ordre —m+1+2=3—m par 
Ag+tn 
dt 
paramètres qui servent à exprimer les coordonnées des points de S$’, 
sont nuls. Comme la mesure de C est d'ordre m — 2, cette inté- 
grale (19, 2) tend uniformément vers zéro avec r, ce qui démontre 
notre proposition (raisonnement analogue à celui du n° 8). 

Profitons de cette propriété pour remplacer S’ par une multiplicité 
tracée d’une part sur la surface 


rapport à r, car, en X’, les 


» et leurs dérivées par rapport aux 


Zola (ax — La) = Oo, 
tangente a S en X, et d’autre part sur I’hypersphére 
2e (ax— ta) = r, 


La valeur de l'intégrale est évidemment la même que celle de 


(m—1) 
EXT QE Za (— 1) ad (ars Saas Au-1) 
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étendue à une multiplicité tracée d’une part sur l'hypersphère de 
centre O et de rayon r, et d’autre part sur a, —o; cette dernière 
partie de la multiplicité donne zéro pour l'intégrale, qui peut ainsi 
être étendue à une demi- -hypersphere. Finalement 


0G CX, AD 


dis ess FÉES 


. Asean : 
aga: | el — MED ag g(A) 


X étant sur S. 


+ 20. Cas où X est extérieur à S, sur un domaine D passant par S. — 
Dans ce cas, il est immédiat que l'intégrale (19,1) est nulle. Anat, 
dans ce cas, 


aG(X, A) 


(4 : . ; 
ce 1) Le | Za,p(— 1) NC auf (A) EE dau, ORE STS EO. Re 
s ag | 


Comme J(X) est continu même sur S, les formules (18,5), (19,3) 
et (20,1) mettent en évidence que l'intégrale du premier membre est 
discontinue sur S. 


“2h. Limitation de cerlaines intèg, grales. — de les intégrales 


ne G(X, A 
I, a) of SE a( 1e ay (A) ees (ait PE on) 


étendues à une ie quelconque S, de S, X étant un point quelconque 
d’une multiplicité D passant par S : X peut être, sur D, intérieur ou 
extérieur à S, ou situé sur S. Nous voulons trouver une limite 
supérieure des valeurs absolues des intégrales (21,1). 
Soient A,, As, --+, Am, des paramètres réels à l’aide desquels s’ex- 
priment les coordonnées des points de S. Soit X,, un autre paramètre 
réel, tel que les coordonnées des points de D suffisamment voisins 
poe de s'expriment à l'aide detÀ,, À, ..., À, An de facon que, 
; _ pour À, = 0, on ait la frontiére S elle-méme; les points. intérieurs à S 
| sur D éspedent: par exemple, à An > ae 
Ann, Ec. Norm., (3), XLII, — Mars 1926. 10 


ee CPE 


Pos Me | PR th 


94 GEORGES GIRAUD. 


Il nous suffit de limiter l'intégrale (21,1) pour les points assez 
voisins de S: car, si L(X’, A’) reste supérieur à un nombre positif 
donné, la valeur absolue du coefficient de d(ass,; .--, AS) EM 
bornée ; comme la mesure de S, est inférieure à celle de S, l'intégrale 
est bornée aussi. De même, on peut se borner à des parties S, de S 
telles que l’oscillation de chacun des paramètres dey sider APR 
dans S, soit inférieure à un nombre fixe arbitraire. | 

Sent Uys [oy cs Mn, O les valeurs des paramètres au point A 
de S; soient À,, ke .…, Am leurs valeurs au point X. Nous avons, 
d’après la formule de Taylor, en posant u.,, = 0, 


; Ô 
(21,2) Æa— da = 2e(Ag— pp _ y ha pr (8 — BB) (y By), 


les indices «, 8, y variant de 1 à m, et les A,,, étant bornés à l’aide 
des dérivées secondes de æ,, x,, ..., Vm. 
Si l’on introduit les variables X,, l'équation (1, 1) devient 


«8,7 


dtu | du 
(21,3) 22,8 40.8 57 hg + 2x bg — rye +c'u=0, 
avec 

OX, Ox 
(25, ak) apte) = ZA) oa De 

| ven r * Lo, F dx 

(21, 32) bel) = ya (A) oe + 204 (A) 5%, 
(21, 33) _ c(z)=c'(A). 


On constate alors que | 


21,4)  H(X,A)=2g CO Le pe) CRT Ee) +. 


M étant ce que devient A dans le changement de variables; A’ et 
les A, sont le déterminant des a, 4 et ses mineurs; les points tiennent 
lieu de termes d’ordre supérieur au second, dont on connaît une 
limitation, Il en résulte que 


2=m 


MONT a Ane pats | 
(21,61) G(X, A) = [20 Set a= Ha) (= 9) de iets 


les points tenant lieu d’une fonction ayant une limitation d'ordre 
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are er et t dont les dérivées. ant une 


ant 


~ 33) Maan: LORS ve j ae ae ï : 
arr “9 ass) ; ere 
dd eae ge 

es Er pr) (pa ne Ro). 

“9 RCE 


= “is dre : Me Ba 


‘ 


LT 
et 


CE 


v 


mire À, m “A: LE sn as es 


% 


te fan à nier on a po [ 


+ 


des nombres complexes; mais 


Ee ARR en St ine a cr 22 PRE AR Oe di à CUT 
4 ps ie fs a ‘ ane 
20% + M. 4 “te 

Ls > - ‘ 7 
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Alors (Chap. I, n° 13) nie PUR RIRES | 
‘ : /m—1 mn EC 
| | à LS ul CAETESE Pion baa) J t ken à \- L 
pi" Ap, 2: ms à Lim—1) we 2 pre) Hoe TE . 5 E 
, | 5 i g i Ww 4 ; r 


Notre intégrale est donc moindre que  . 


2 am) TE : ae Fa rs Sr x à LS 
Sigs "A Amp™ Pelé à ES oe eee d 5 4 ne eS 
tae 1 un Vise _ db, Pr lp! aa f Ne ied . Ap 


PE MAS “ia 


ae , 


Date cette derrière intégrale, le champ de variation de p ont its . 
et dépend dé la direction. tee nae OB augmentera I intégrale 
en as étendant aI’ espace entier, ce sus donne (Chap. I, n° 13) 


5 
m—1 : i m—t F eet 


apo en Saya re a. ae a ps oe ae cece 
À ea ae aie oo ake Fh oe mat) us ma? * TE aster, d 


2 Ce de r( Ë He re Ai 

re: È AS ae LATE Speers 
c’est la limitation cherchée. Soh AGEN LS MECS 
*, - : re . Ss a : sd CE Gi 


22, Pétoisiel de double couche. - = Considérons l'intégrale = A 


< 
Le 
+ 
Lt i 
bs oer 


à ; Tair hy (n—1) LME « ; À ue © LS BY. A arts 
CARE eee ra PCA) SAC inne | HA Sip whee Ae ean 


0G(X, A 
% La a aa (A) ae mn . pole 


See A ek ge 


« 


où SEAT est une Mon Gate “PEU sur 8; si x on | est das ies 
cas complexe, et qu’ on veuille pouvoir déformer S sur une m Perte i 
cité analytique, (A) devra être fonction holomorphe des m—1 
_ paramètres à l’aide desquels sont exprimées analytiquement les 
coordonnées des points de S. C'est ce que nous appellerons le Bptentiel = 
| à double couche (généralisé). Quel que soit e(A), u(X) satisfait à 
 l’équation (1,1) homogène (f=o0) dans la région balayée par 166 
_ domaines D, éteint aux SRRApons ques up cae at t ayant 5 | Et 


pour frontière. | nu A 
Nous allons chercher la limite de. ux) quand 3 x tend vers un | point 
de S, en restant sur D. Dos 


Soit Y ce point de S Nous allons d abord prouver que, si «x = be 0 


4 


: SUR LE PROBLE se DE DIRICHLET GENERALISE. 


u(X) est continu ¢ en Y;¢ ’est- à- -dire me pour x assez voisin de se 


la =a) se ROUEN 


à étant tue a une façon quelconque. Décomposons Sen day parties 
Ws et S’, la première contenant Y à son intérieur. Tl suffit de PORTE 
que, si is est assez ALE et x assez voisin de Y 


ae Las ris ae a 


TR 


X, A ay 
Kaas Se ais +: tas) ]< 


{ 


Re 


on en eve sa part dans. (22, ae sera moindre que ; 


ssez voisin de De: done la condition (22, 2) sera satis” x 
lition ce fae peut elle-même à être remplacée Lei 


» 


’ 

2 
ET 4 
it ae seis 
pera, 
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part, sur S, d’apres (21,2). 


(22,3) Ze(—a) 0 a) (x, — ag) A( Agi, «++, Gat) 


d(a,, ur | 
a= (re 
=) m [ 1) A (ss. En) 


d dur: ose a 1) 
ao 22,,8(— 1)OR AD fog. 8, m (AB — pp) Ste te 


Gl Ggahs xo | 


(pyr) (041) : 
DAT i) (me hasri,mÂm d( p41, aba vas P-m—) 


m—im—t1 


Gis "> Aa— ) 
eo) D DCE ha, 8, (Ag—pp) (Ay — ge Pet 


a B=1 Y=1 


Ap, ‘ 


Or la part dans (22,23) et dans (22,24) de la partie de l’accolade 
où A,, n’est pas en facteur est aussi petite que l’on veut, car la fonction 
intégrée a une limitation | 


2—m 


‘3 (Ae -w | 


dans laquelle & est une constante : cette partie d’intégrale est done 
aussi petite que l’on veut, si S’ est assez petit. 
Considérons maintenant le coefficient de 2, dans l'accolade du 


m 


second membre de (22,3) : il est aussi voisin que l’on veut de 


dires Baek 


pas m—t | ; 
( ù d( pay LES Em) 


si X est assez voisin de Y; son argument varie done aussi peu que l'on 
veut dans-toute l'étendue de S’, si S’ est assez petit et Y assez voisin 
de X. En prenant les variables u,, ..., Un) la partie correspondante 
de la fonction intégrée, dans (22, AG à un argument qui oscille entre 
deux limites 9, et 0, telles que 


(22, 31) 0 <0—0<T, 


cela à cause de la condition (7,3). Comme d'autre part, si iS’ est assez 
petit, 
Ie(A)| <1, 


y étant pris d’une façon quelconque, on en conclut que la partie 


++) Hm--1)« 


D’après l’hypothèse 
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correspondante de (22,23) est moindre que (') 


A 1) 
0— 6; 


cos 


(nm — 2) 
9, 


Donc le premier membre de 22 23)? est aussi petit que l’on veut, ce 
qu il fallait démontrer. 

D’après les résultats déjà obtenus (ns 18 à 20), si e(Y)Æo, en 
décomposant o(A) en [e(A) — e(Y)]+ e(Y), on trouve que 


(22,4) | _. limu(X)=u(Y) — 


Si X tend vers Y en venant de l'extérieur de S sur D, il faut changer 
le signe du coefficient de »(Y). Mais si D est limité extérieurement 


(1) Supposons que 


(177) 
oh F(X) a (wig ts; em)| <a, 


le domaine d’intégration étant réel, et l’argument de F(X) étant compris entre 6, 
et 6,, avee la condition (22,31). Soit o(X) une fonction telle que 


eX) | <a. 


Alors 
F(X) = A(X)e% + B(X jeit», A(X)20, B(X)2o0. 
: Done - 
mm) E ; | ; 
J: F(X)d( m1, «-., Gm) = ae + Bets, 
avec E 


(m) (™m) 2 
sf AGX) d(æs, 5; @m); Be {: B(X) d(x, ..., mn), “20, C=O. 


a+ 2.48 cos (02 — 01) + 8? < db?, 
où 


(a + By? cos? Pr + (a — 6}? sin? LE Z db?, 
Mais 
(mm) re (mn) 
BO) CK) dar, .., dm) =e A(X)9(X) d(@1, -.., tm) 
(7) 
+ ets f B(X)o(X) diet, 25 om), 
d’où 


(an Ë LA | db 
Lf F(X) 9(X)d(ws, 2 én) | Me D < Te 
= : : 2 


cos 
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par le contour §,, et intérieurement par des contours SE ae Pre eae 
la relation (22,4) convient quel que soit celui des contours partiels 
auquel appartient Y, pourvu que, dans (22, 1), chacun de ces Cor 
tours soit pris dans le sens associé au sens choisi sur D. FERA ; 
Dans le cas où S n’est pas déformable, cette démonstration ne 

suppose rien de plus sur (A) que sa continuité. — a de 

Nous avons supposé implicitement que les coordonnées di un point . 
de S sont exprimables en REL continues et | a dérivées promneney TS 


et secondes continues de QE Vas : ES Ro DURE a PTE COTE 5 be 


‘ ; an ; > 7 7 CET d 
ete ” iat ~~. LA ‘ + «J < € 
: 2 = 


: EN PC ah — Le problème de Dirichlet pour les équations linéaires. he mee ae 


hae a tat 


23. L'équation intégrale du problème. ~ - Proposons-nous. de trouver ae ; 

une solution u(X) de I’ équation (1,1), définie dans un domaine D de 5 
frontière S, et prenant des valeurs données sur S. Si D n’est pas réel, 

SNL, satisfaire aux conditions requises (n° Zhe Si S est tracée sur 
SM "une multiplicité analytique à m—I paramètres, et si la suite des 

= valeurs données est analytique, la solution doit rester valable Fe une. re 

| déformation de Sn’ excédant pas certaines limites. Fetes 5 ee 

_ Nous commencerons par former une solution de l'équation G, DS 

dans un domaine débordant partout S : nous la formerons par la 

= méthode déjà indiquée, valable au moins quand la mesure du domaine — 

_ est assez petite. Nous aurons du même coup une solution fondamentale _ 

_ (ou élémentaire) G(X, Ajdelr équation homogène. RE FT 

LE Nous nous servirons de celle-ci pour trouver ‘une solution de. 

aad l'équation homogène qui, ajoutée à la solution trouvée ede l'équation | 

FL non homogène, AE à la question. de À & 

Cette solution u(X) de l’é équation homogène, nous la échoue 

parmi les fonctions du type suivant. Soient p,(a,, Diy sta) CR 
AN Ne eg ree NL) m fonctions continues quelconques — données ay 
PE CAE pa Ok hypothèse de la continuité peut même être Ho par d'autres | se 

| moins restrictives). Nous poserons | RENTE 


(m—4) : rent Stak, CARE 


3, 1) u(X)= fs DAT Re ler ROM ces Bie = eee Es ae 
DATE En x [340 GE ee y (A) Gex, x n)]: Haas “ted 
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9(A) étant la fonction inconnue. Les termes en G(X, A) (potentiel de 
simple couche) ne changeant pas la discontinuité de I’ DOME sur S, 
9 devra satisfaire à l'équation de Fredholm 


2 ) (m —1) | 
(25,2) A se ora. (= 1)(m—1)(4—1) 
Ss 


| oG(X, A | 
x | Sea gta) OETA) 4 p(A)GX, A) | dass aan) 


où 9(X) désigne la valeur donnée de u(X) au point X de S 


La théorie classique est applicable à cette équation, car, en prenant 
des variables d'intégration p.,, U2, ..., Yn. (n° 21), le noyau est infini 


. d'ordre 2 —m quand les points X et A viennent se confondre. 


Ici nous devons appliquer les formules de la théorie générale des” 
équations de Fredholm, et non la méthode d’approximations succes- 
sivés comme au n° 9. Il n'y a aucune difficulté à montrer (comme 
aux n® 10 et suivants) que les termes des séries qui interviennent 
dans ces formules ne changent pas, dans le cas analytique, par une 


déformation de S restant dans les limites voulues (n° 7). 


24, Cas où l'équation est soluble. — I] faut maintenant se préoccuper 
de la solubilité de Péquation (23,2) en ¢(X); il faut, pour pouvoir. 


utiliser cette AE être assuré. que le déterminant du noyau 


itéré de rang m n’est pas nul. 

Or ici, il n’est plus possible de procéder comme précédemment ; peu 
importe la mesure de S: On pourra aisément constater que, si 
les a,,g, sont constants, les b, et c étant nuls, si l’on fait subir 4S une 


homothétie de rapport quelconque, les différents termes de ce détermi- 


2m 


nant ne changent pas [dans ce cas, G(X, A) coincide avec H ? (X, A)]; 


cette Geriiculanité empéche absolument de procéder comme pour 


l'équation (9, 1). 


_ Remarquons cependant que, dans le cas ot les a, 4 sont constants 
Ann. Ee. Norm., (3), XLUI. — Mars 1926. | ou 
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et les b, et c nuls, rien n ‘atmpeche de none comme pour | qui 


tion de Laplace ('), que a (23,2) est soluble, en prenant — § 
les o, tous nuls. : Pes +. 


. Dans nad autres cas, on pet essayer de choisir les Pa 0 de Façon à à a 


ae où peuvent: être rassemblés en un seu : PR Le oe oe of ae 
+ CN : em 3) i LA ge OS ee = 
ee (A) (AGO AVE dre A et 
4 ie Sone - “™ "ys a 6 
RATES ALAN TA MU ee Brera a te te 
t Ries: x Ay= Sa in dan» ….: dant) É xs RE f 
s À ‘ ; 7 $ : V2 ay see ee hy Ba Ÿ 7 f SEP ee aes + et 
On peut également poser wake 2 CHAT ES 3 ace ieee SR ee 


= ue) sa= pen | a À ce = 5 oe 


de p, de façon i à watlataie à aux RE qe as res eH ee 
On sait d’ailleurs qu'il est des cas où le problème de Disichlet oe 
généralisé est or et où par suite tous she be po Lens 
Fe Payne we: Nie hae ne Ape wie wae 5 ge 


à 


| sions et reste Nahant à 
Tes pa tous nuls, le etat n Pest ESE he os eke na fos 
. Faisons en effet dans l'équation ( 1,1) le changement de variable oa 


ry he oxi, DE Cr om) ‘2 cr 
"oe Oe Un 


du À est une ane. positive. En désignant nae aT de point à de 


eoordannges May Ur rey Bs, Enis Ree équation devient JESS en Ge SENS 


x A : is 


<” Ob a 


+. 


(4, ve Beit FAT) seam + Lo at OT oe “à Yeu: =) 


di zum 


7 4 a» ores ee ES = x me 
wi roi Du reste ces Paver: se raménent a ‘Pgayiteg de Laplace, en faisant s rows 
Way oss, ©m la transformation adjointe à celle qui change (1, 2)en X?+ Xe. + a. es. 

Sur l'équation de Laplace, on peut consulter HeyWoon et Fricuer, - loc, cit., 


Gounsar, Cours ets de PPT ie A sepia vu an, Base ee ara ne 
aa ne ’ : pa us 
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Supposons D assez petit, dans toutes ses dimensions, pour que, 
X et A étant ee points quelconques de ce domaine, 


(24,11) IR a ds |<) (a =1, 2; ..., m). 
Alors, Si 4, = Au,, On aura 
(24, 12) [la Ua | <1 es Oe sages 


Si À est assez petit, ‘il est évident que, dans tout le domaine de 
variation de T, les 6,(AT) et ?c(AT) seront aussi voisins de zéro 
que nous voudrons. Ne plus, les dérivées des a, 8(AT), c’est-à-dire les 


> 044,8 
es 


_seront également aussi petites que nous voudrons. 


On peut donc dire que, si À est assez petit, l’équation (24, 1) diffère 
aussi peu que l’on veut d’une équation où les a, 4 seraient constants, 
et où les à, etc seraient nuls. — | f | 

Or on va prouver que, si les a,4, 6,, c et leurs dérivées premières 
varient de moins de e, dans un domaine fixe, la variation du détermi- 
nant correspondant est moindre qu’une quantité proportionnelle à «. 
En nous rappelant que le déterminant n’est pas nul dans le cas où 
les a, sont constants, et les 6, etc nuls, nous aurons la conclusion 
annoncée. 

Nous allons d abord prouver que G(X, A) vi varie de moins de | 


keL?-™(X, A) 


(on se place ici dans le cas réel, ce qui suffit), et ses dérivées pre- 


_mières et secondes de moins de 


à eee eo Ajeet Ace #2 (X,- A), 


Æ étant une constante. 


Nous supposons, bien entendu, € assez petit pour que P équation ne 


cesse pas d’être de type elliptique. Alors, quels que soient les a,,— 


dans le domaine de variation en question, et quel que soit le point X 
du domaine D, les racines du discriminant de la forme quadratique 


. Es pAo,pXaXs— s2:X2 


af, » 


a 


él 
PRE VONT oe 


~ eon 


iat wi he tés alt 
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E. se restent supérieures à un nombre positif fixe c. IL en résultel existence | ; 
5 d un nombre fixe #, tel he k | EEE SR ae a ie 
| K(X, A) < ALI (X, Ay ST ASS = 


De plus, pour une variation TR ones he “des daw he? c et des datareen wi 
premières des a,g, on constate que K( X, A) varie d'une quantité 


moindre que RE Re 
Le epee keLi= ™(X A), RC ER “naan neces 
en choisissant saab la constante + ; pour | faire cette te veri 
cation, il est utile de Seth ae que iar es PSS ee ee Bet 
a4, r ay re ax re, EX à 
ay, 18%) — az, (A) hs 5 2 ai Da, OS PU D CNE 


LA et que par suite ¢ ces nées qui parent au numérateur de K(X, Wes 
ont une variation moindre qu’ une quantité proportionnelle a eL(X A), 


le facteur de pepo étant le. He par Ne d’ une limite» 3 
en ligne 


supérieure des | Fat is 


droite de A à X sans ere a ee Ft et ds continuité 
des coefficients et de leurs dérivées ; cette hypothèse n'a pas d'incon- ae 
vénient, puisque D est infiniment petit dans toutes ses dimensions). | 
Alors K, varie d’une quantité moindre ans (n° en ue 
va 4 HR a D AP ney 4 
akykye = Li- "(X, TL mT, A) ates Pre ARS 2h ele MX, ARE 
. ; sete: 


5 
, he, im ey ae* 
# 


et ainsi de suite. Finale ea CE, A) varie d'une quantité ne 


Si nous passons au noyau KR A), nous constaterons que la ae 
valeur absolue de sa variation est inférieure à pk, M0? e, M étant. 
une limite supérieure de [Kya ls et m une limite DRE de la 


: mesure de D. La série tee cae 
De ere Na eo, ee 
4 . : i \ 2 7 ¢ / , +: = . he! Us 
re. 3 | RAC > m K maryp(X, A) 
; yee ins à | , : 
4 PTE 
‘ i AIT à ie ty. 
, ; et Ç 
“ “4 M “à AS 
4 + mai: 
+ = <5 
> ay ar 
a x | <<" pe Fe 
NS ine nae 
RARE Tv ur 
: “ " HAT EE ss 
* ” " * “= HR: ay ni 
$f à } L'NNE 
a À Lt er LME RO 


que Ase, #, étant une nouvelle constante. ES Er + fe (ns 
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varie ride moins de 


fret 
ke >) p — Me 


4 
wP, 


9 < ye . . : ; 
c est-a-dire de moins que le produit de € par une constante. 
Si maintenant nous composons la somme de cette série avec 


nous trouvons pour limite supérieure de la variation du noyau résol- 
vant une quantité proportionnelle à eLT”"(X, A). 

Pour la solution G(X, A) de l’équation homogène, cela nous donne 
bien une variation dont la valeur absolue est moindre que 


keL?-"(X, A), 


à condition de choisir convenablement la constante 4. Des raison- 
nements analogues fourniront pour la variation des dérivées de G(X, A) 
une limite égale au produit de € par une constante et par la puissance 
de L qui intervient dans la limitation des dérivées elles-mêmes. 

Nous arrivons à l’équation (23,2). Introduisons les paramètres À,, 
D vi. vs he, quiservent(n° 21}à fixer les positions 
de X et de A sur S; quand on transforme S par homothétie, on pourra 
_ convenir de garder les mêmes paramètres pour les points homothé- 

tiques. Soit alors P(A, Je le noyau de 23,2), où l'on a pris tous 


les 9, nuls : 


4.2). P(A, M) =— ——; 


r (2 ) 
i . 
NE ee (— Baia a 
a as 


DT 
OG(X, À) d'agir, -... Ay—1) 


dag db CAE) m1) 


1X ay,3(A) 


2—m 
En décomposant G en H° + G., nous trouverons aisément pour 
limite supérieure de la valeur absolue de la variation de P( A, M) une 
quantité proportionnelle à 
: 2—m. 


eas LIEN) 
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En continuant le méme genre de A D Ne nous hr fat 5 if 
ment pour la variation du déterminant du noyau P(A; M) une ne : es 

tation proportionnelle à ¢, ainsi qu'il avait été annoncé. oe : es 
Done ce déterminant ne sera pas nul pour (24, 1); dès que xs sera 
suffisamment petit; c'est ce que nous voulions démontrer. 
On déduit même de là une limite inférieure de la valeur absolue de ce e 
déterminant. En effet, si les 48 sont constants, et les b, et cnuls, le 2 
6 déterminant est une fonction continue des a, 63: cette. fonction : is étant — 

jamais nulle, sa valeur absolue a un minimum positif si. l'on borne 3, 

d'une façon quelconque le domaine de variation des 4,8. Il en est 


FT 


donc de même du déterminant du noyau Pin( A, M), si À est RATES ia Sas 
3 95, Lemme. — Considérons la fonction | Ey SS Tye Nat TEA em PRE i 
: A SRG NEE dt Fe NRC Pr RL re 
" = (95,1) ee roo=f" PEN ; ses A es 3 H. ; 
Re Cea Le ie OG(X, A a ests Sa eer 
Mr Me See 2e ae ee 0 Da da at LE Aus); x AE is | ae ; F: 
. , 4 rk HT aes Za 4 
ow où (A) a est une ie donnée sur la surface Sie: 4% “one ee eee 
ee à. a 


_ Nous nous proposons de db que, siw (A), exprimé en fonc- FE 
BONS NE LOT NA ag vices PA Me 21), admet des dérivées partielles” du FES 
premier ordre continues, a X) admet, même sur Ss, des dérivées premières 


FA ET 


nor | 
i: 
igh. ee 


par rapport à dy, day «.., An Continues; si w(A) admet des dérivées * Te 
secondes continues, F(X) admet, Lise sur S, une dérivée Pace roe RE s 
à Am continue. Ds 
Cette proposition exige toutefois que les a 4p aient ie défier est” 
premières et secondes continues; nous ne supposons pas nécessairement — ae oe 
QUE ED es. Pm soient réels sur S. ; i cR 
Remarquons | tout d’ abord que, si X n’est pas sur S, on peut appliquer - ae 
> * a7 
à l’expression (25,1) l'opération de la dérivation sous le signe fi: oS ae 
» rac, 0 pu a 
toutes les dérivées indiquées existent done et sont continues, tant Gis > sees a 
que Xn’estpassurS. “ ; Stari SFA 
Occupons-nous maintenant des cas où X peut venir sur 8. Introdui- | <a Des 
sons les variables À Nay sees Ams Pay ses Umar Ct, COMME au n° He EE 
désignons par un accent. ce que, devient une fonction queleongie: x OTe 
3 , LT ge Gay ea 
| Le ROME TETE PET AE RER 
“ A +. axel” L 


291 


we à Oe 
« 


SS pres : = 
af ee Sie sey ae 
ne = gp! CR Se es m1 
ARC | "wean gee FA ae es . 
are aG'(A, M Pape EE 
j es XX Zea am, a (M) ae aw ERA » Pmt ). 


= 


RS PASS 


ons remarquer que si ion hae 


+ 96, M). eee 


Re ey Se 


nt (4, Li Se nee De my: 
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On en déduit, en raisonnant comme aux n® 11 et 12, 


if H ? (X,B)K(B,A)d(b,,...; bn) 
D 


2 Ë HT (X, B)K(B, A)d(b,, ..-, Bm) |< ML="(X!, AY), 

M étant une constante; et les dérivées premières de la fonction du 
premier membre (‘) ont une limitation d'ordre 2 — m. Comme, dans 
ce calcul, D est le domaine qui sert à former G, les points B et A ne 
s’approchent pas de la frontière à moins d’une certaine distance, 
puisque, par la suite, nous restreignons ce domaine. 

En développant comme au n° 9 le noyau résolvant de K(X, A), les 
termes 


(mi  2—7m 
[HT BK, (Bat...) (PH) 
D . 


de G peuvent étre dérivés sous le signe f par rapport aa,, ou à 2,, 


et l’on voit ainsi que 

0G as 0G 

Ox, da; 
a une limitation d'ordre 2 — m, et ses dérivées premières une limita- 
tion d’ordre 1 —m, la partie d’ordre 1-— m venant exclusivement 


2—m 
de H * . 
Ce résultat peut évidemment s’étendre à ‘ 
0G LACS ( — 2 
ne any me ee PO ME) 


et, en passant aux variables A,, u,, on a le résultat annoncé. 
Cela étant, nous allons dériver (25, 11) sous le signe [> Am n'étant 


pas nul, c’est-à-dire A n’étant pas sur S; puis nous ferons tendre à, 
vers zéro, et nous examinerons ce que devient l’expression obtenue. 


(1) Elles se calculent toujours de la même façon : ob + se a une limitation 
dax. Oy 


d'ordre 2 — m. 


Re ee eS a 19": be Mie. ©) ee ee, ee . "73 ts 3 hae + Ar g ha 
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D'après (24,2), le coefficient de æ’(M) sous le signe if est 


REL eee 
=) 
2 


À, n'étant pourtant pas nul comme dans (24,2). Done . 


P(A, M), 


OF'(A) _ 27° re OP( A, \, M) 
(295, 3) “One Steen ae p'(M) — dig d( pr, bere gi Peet) 
2 


(OS, aS m). 


Avant de faire tendre A,, vers zéro, nous devons transformer cette 
expression. D'après ce qui précède, la fonction sous le signe [ne 
_ diffère de 


EE 2. 0 1 


que par une fonction qui a une limitation d'ordre 1 — m, la partie 
É : 2—m 

d’ordre 1 — m provenant exclusivement de H’ * , et le reste étant 

d'ordre 2 — m. En nous rappelant que les intégrales portant sur 

des fonctions d’ordre 2— m sont continues même sur S, nous 

sommes ramenés à étudier cette partie d'ordre 1 — 7, provenant 


2—m 
2 


de H ® , puis à étudier l’intégrale portant sur (25, 31). 
Or: 


| te ot RL ean Oe, ony ca | 
oe (is er) En Opa | 
m(m By ee d 


= mee gia 9 (Ata) 
= HF (AM) Syn (SP) Oy) a— a) 


+ fonction d’ordre 2 — m. 


La même remarque qu’il y a un instant permet d’étudier seulement 
ce qui provient du terme écrit, dans lequel on peut encore permuter A 
et M en changeant le signe, car cette opération lui ajoute une fonction 
Ann. Ee. Norm., (3), XLII, — Mars 1926, 12. 


> 
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d'ordre 2 — m. Nous avons ainsi à étudier la discontinuité de 
(m—1) _m+2 : 
Dre: Pre 2 f w(M) a ET Am); pr ? (M, A) 
Ss d( ps, » 5 at 


! (x (Ay By) (As — p5) A (4, +++) Bm1) 


* 218 973 
ou de 
(m—1) r m+? 
OA CPL ee re mn RUE “2 (M, A) 


eee À 
x Sy (AHP) Os px) Or By) 


>< Ee(— 1)" (ay — Dy) d (pray ce, He) 


car la quantité ajoutée sous le signe of est nulle sur S. 

Nous ne changerons pas la discontinuité de l’intégrale en ‘un point 
de S en étendant |’intégration à une multiplicité fermée S,, ayant en 
commun avec § le point considéré et les points suffisamment voisins. 


On peut ainsi faire en sorte que S, et tous les points intérieurs . 
a S, appartiennent à la région où la correspondance entre les 


variables x,, æ,, ..., æ, et les variables A,, À,,..., À, est biunivoque. 
Mais le coefficient de 


1 (di, 551 Gm) OnSite 
w (M) Foe ee (UR G2 Coe — Ae) a (pease cen toad 


sous le signe [ est une fonction homogéne et d’ordre — m des 


variables A, — p,(a —1, 2,...,m). Dès lors, on peut reproduire les 
raisonnements faits à propos du potentiel de double couche (n° 18 
à 22). On trouve ainsi qu'en atteignant S l’expression (25,33) 
diminue brusquement de 


m 


(2, 4) Sem: 2 20ha() gr (AB) a (A), 


c'est-à-dire du produit de w’(A) par une fonction continue connue. 
Passons à I’ intégrale portant sur (25,31). Ici nous avons à distinguer 
deux cas : premier cas, 8 4m; divan cas, B =m. 
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Dans le cas où 6 n’est pas égal à m, l'intégrale peut se transformer 
par intégration par parties. Nous aurons (Chap, I, n° 5) 


Fe Cet) E 
s de tonnes = ta 0G'(À, M) : 
25 A CE 7 1 m I ? 
D. Co At NO ees SS Ba Se | Smee | dir +221 Poe 
Ms es m cee, d(a QOD) an) hy 0G’ A, M oe 3 
age a 1) 8 if Lia, (M) Greta) D m ae ALB ity 00s Pins Pis sr: UB_1) ae : 
(m—1) 4 
fs EN a= pl d(a, Sas Ag) ea OG'(A, M) à : ÿ 
( 1) cer mat” (M eT aval die Um) iP 2 a din, Opa d (px, MA) Pem—1)s j Pa 4 
Ce ot la frontière de la région de l’espace (u,, ..., Ym+) qu'il suffit a 


_de considérer pour avoir S; si l’on n’a pas la même représentation : # ne 
paramétrique pour tous les points de $, il suffira de n’intégrer par. S 
_ parties que la portion d’intégrale correspondant à une région de S qui 
* contient A; dans tous les cas, on peut supposer que C ne passe pas 
: par A. Dans ces conditions, la seule intégrale discontinue en A est la 
derniére intégrale (25, 41), qui est un potentiel de double couche : 
nous savons que cette intégrale diminue brusquement sur S de - 


Ses DES (i a | ISD IA 2) (Zig ee tee S 
25,5 wey 2e E À 1) ’ ? | | 15 5) me | Fe 
: om if (Ex) Ons eS ) (As...) Am) GAG, «xs Le a ie 2 
Sh) é 
ù (B Am). 4 
Pour traiter le cas où 8 = m, nous déduirons de la relation (16,4) 4 
OLED Cis AREA che Fe = 
(25,51) GEG (X, ANTS GMA, X)E | | “à 
l'opération & portant sur le point A; le second membre est continu: 2 à | = 
sur S (holomorphe dans le cas complexe). Cette relation s’écrit, avec LR 
les points 1 variables A et M, anata: | DR. a 
7 (25, 7) hie? g'I6'a, MIE LM, A)]. à pe 
: ee | Free pouvons tirer ae 1a on en con linéaire des autres dérivées 5 
ay secondes, des dérivées premières, de G lui-même, et de G g [1'(M, AJ Sn 
Ea Nous portons dans (25531) 7 expression obtenue et nous intégrons parane ee 
| parties, comme ci-dessus, tout ce qui contient une dérivée seconde 7 an 
\ 
= 
ee oS 
+, VAN EE ra | 


RAT J ee. dr PE 
SAN ED ONE 


» 
. 

~ 
i 


Aa 


ay 
2 
Bat 


: du type 


DR 7 AD 
i 
an Ss 


oO 
We Pes 
* 
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de G’ : nous obtenons une expression contenant t une Satie d'ordre 
m — 2 qui ne donne lieu à aucune difficulté, une autre intégrale, — 


d'ordre m—1, portant sur une fonction dépendant de G [1’(M, A)], 


et qui ne donnelieu non plus à aucune difficulté, et enfin une intégrale 


(m—1) : G' À M 
(25,53) EE 


JS 


L'intégrale portant sur LG est continue sur S; nous écrivons le reste 
de (25, 53) sous la forme 3 EE 


ee (m—1) = M ac A, M >. * J 
(25, 54) ah se an EAM à dtp more 
: £: : 


ir (! M ) Opn c 


(m—1( à ys a, as M “A.M AP Bh te 
eee) > ae AM 4 


nn (M) RE, Op-x 


et nous intégrons par parties tous les termes de la seconds intégrale 
(celui qui one ithe à % — m est nul): nous les transformerons ainsi 
en une intégrale d’ordre m — 2 et une intégrale portant sur le produit 


de G par une fonction continue, et qui, l’une et l’autre, ne donnent 


“ar (M 6 (À, a ee = Bas) Le 


LS 


lieu à aucune difficulté; ce calcul suppose que œ'(M) admet des 


dérivées secondes continues, car les P,(M) contenaient déjà les 


dérivées premières. Il reste seulement la première intégrale (25,54), 


qui est un potentiel de double couche, diminuant brusquement de 


HUE 


Pete AT m on? pm(A) das, ss Lm) “t i. 
(25,6) as ue Le et anntA) oan ANT RER as 
2 * 


quand A atteint ts. 
F(A), 


Nous venons de démontrer que ies valeurs de (A) TR ? pour A inté- 


rieur à S, coincident avec les valeurs de certaines fonctions continues 


même sur S : donc les ae ) tendent uniformément vers leurs limites me 
é a 


+ 


quand A, tend vers zéro, ce qui entraîne que, pour Am= 0, ces 


dérivées existent, et sont égales ane limites trouvées ; pour % =m, ce ra 


raisonnement ne s ‘applique: pas, mais la formule des accroissements 
finis donne le même résultat. | 


Notre théorème est démontré. Remarquons que nous avons des 


expressions des eee de F(A) valables sur S, expressions formées | 
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d'intégrales d'ordre m — 1 et m — 2, auxquelles on ajoute la somme 
de l’expression (25, 4) et, suivant le cas, de (25,5) ou de (25,6). Si 
l’on faisait À, =o dans (25,3), l'expression obtenue n'aurait pas de 
sens. 


26. Nous aurons besoin d’avoir une limitation de la fonction I(A,B) 
définie par la relation (16,4). Remarquons que nous aurions pu 
remplacer G(X, A) par une autre solution de la même équation aux 
dérivées partielles, telle que la fonction I correspondante soit nulle. 
On déduit en effet de (16,4) l'identité (25,51); et, de celle-ci, on 
déduit 

Fj} GIA, X)]{ =o, 
en faisant porter l'opération sur le point X (nous nous plaçons dans 
le cas complexe, où toutes les dérivées existent). Ceci montre que la 
fonction | 


is) | 
|. G*(A, B)GLI(B, X ale meas eae 
FR 
qui satisfait à 
vai =G[ICA, i, 
satisfait aussi a 
is | Fo=0. 


Donc la fonction G(X, A)—9(A, X) satisfait, par rapport à X, à 
l'équation # =o, et par rapport à A, à l'équation G = 0. 

Si l’on avait remplacé G par cette autre solution fondamentale, 
[n'aurait pas apparu dans les calculs qui précèdent; mais on aurait 
rétrouvé cette fonction quand il aurait fallu limiter cette nouvelle 
solution fondamentale. 

Reportons-nous à |” expression de I. En désignant par S’ la multipli- 
| gis AMES » us (16, 3), on a. 


r = Al : (mea) . 
(26, 1) Ne B) = — Sf x Z(— 1) (—1)(%—1) 
5 7 | . An? » Sr ‘ 


“jo, py [amp ro, G(x, a)| 


i GE, DE JE T'as LES 
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Done , 
(m1) a 
( 26,2) | I(A, B)| <f L-2(A", M')L"= (A, N’) 


I I 


Be à 2 L(A, ae aM; sags Aie 


À, M, N correspondant respectivement à X, A, B; A’, M’, N’ sont leurs 
projections sur l’espace réel; @ est une constante dépendant des 
limites supérieures des valeurs absolues des a, 4, des 6,, de c, des 
dérivées des a, jusqu’au troisième ordre, de celles des b, jusqu’au 
second ordre, des dérivées premières de c, du nombre g (n° 7), et 
d’une limite supérieure de la mesure w des domaines complexes qui 
ont à former G. 

Ceci suppose toutefois que S’ a pour équation À, = const. 

Supposons que, À parcourant S’, u,,— A,, ety, — A,, restent supé- 
rieurs à un nombre positif À. Alors 


L(A’, M')>=W#L (A MER, 
L(A’, N’) >VL?(A’, Ni) + A}, 
M, et N, se déduisant de M et de N en remplaçant uv.» et v, par Am: 
Mais | 
L(Al, No | L(A’, M) LS L(M, Ni); 


si L, est une limite supérieure de L(M!, N°) dans le domaine où nous 
opérons, on en conclut que 


ee 2 pi \2 
L2(A/, Ni) + At (aoe aris) [L2(A/, M) + A]. 


Donc 


Ge : by 
STE NES M 
26, 3 Re cn AIT SAAT woes ree 
( ) f Lm (At, M’) L—2(A", N’) <Bh=n+ 


PE RS > 
"RUM ye 


désignant une limite supérieure de 


a ( ah TA 
LE VE are 
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sete mate de finie quand h tend vers zéro, G peut étre pris” 


stant dès que h est suffisamment petit. aes | + 1e 
Soit. a RES 5 ce # Poe 


es p= LN, Mi). 


ES Suet 


: ccond membre de Cor est augmenté si l'on LES |? L'intégrale à à 


< + _Bh- ef Fe ae ‘dp a8 ees + = NT ee 
MES À Ne J S ae a A Bs ge A 2 
LITE ES : x) PILE ee (pt eet a ee “y 3 


ym dt 
* ou 
em UE MES 


2 AR 


# 
‘ 


» Ca dépendant d de mêmes donnees à que <a Done 


Ÿ LES Hate (ese, Be aii Her a 3 3% a 


wn sur s, “(a ae 


| ar (3 ee ou (x). est la solution de (23, Ds Fo, : é ot 7 a 
a limitation de ¢ (A). ARE | Rd ioe 


A 


llons tirer une limitation de 


i 


i ()[<o- Le nee Be rae SUR : 
petit ea à toutes ses dimensions, ae fe * 
; Hem Na NO eee Tere ee ere 


y 


(2 


es valable tant que | les 
fee en valeur HUE 
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Si done on suppose que les valeurs absolues de ces parties imagt- 
naires restent inférieures à /— 71, (o < 4, <1), on aura 


dv'(A)| _ A,® ‘Ote'(A)| _ A1 fa So 
(27, 11) eee << ape dg OM IF (a Brie, ml 
Passons à u’(A). On aura 
(27, 2) | [u'(A)| < A,®, 
‘ £ se , Ou'(A) 
A, étant constant dans les mêmes conditions que A,. Quant à Lire 


les calculs déjà faits (n° 25) en fournissent une expression qui fait 
intervenir les dérivées secondes de #’ (A). On aura donc sur S, tant que 
les valeurs absolues des parties imaginaires de À,, Ax, ..., À, , reste- 
ront inférieures à / — J,, | 


a) A,® 
dig kas 


+ limitation de l’intégrale où figure G[1'(M, A) ], 


Carat) 


A, étant constant dans les mêmes conditions que A, et A. 


Or soit 
kn Ry 


la surface S’ qui intervient dans la limitation de]. SilA,,+A|et|u,+A| 
sont au moins égaux à /,, on aura 


| (M, A)| < Ain, 


Même si l’on suppose que S’ soit réel, les valeurs absolues des parties 
imaginaires de À, et de w, pourront, si|A,+A| et |u,+A| sont 
au moins égaux à ,, atteindre une limite g’A,, g’ étant un nombre 


qui ne dépend que de g (n° 7) et de la correspondance entre X et A. 
Soit 


h,= le plus petit des nombres À — /, et h — a 


On voit que, sur S, les valeurs absolues de toutes les dérivées secondes 
de I’(M, A) sont inférieures à 


elzthy-2™, 
Si Z, est proportionnel à A, on aura donc, sur S, 


(27, 22) — |GILI'(M, A)] | << @aram, 


ll Dl Le Lit: rue due Ex nil à ee Paz ey i C S és nt on ie oo 
ss y < rae «i E = : 
x F à 
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9 étant une constante. Comme m est plus grand que deux, en portant 
dans (27,21), on aura finalement, pour À assez petit, 


(27, 3) su) 


a =< A, h2-2™H 


A, étant constant dans les mémes conditions que les coefficients 
précédents. | | 


28. Prolongement analytique de u(X). — Nous pouvons conclure 
de là que u(X) est prolongeable analytiquement à travers S. Nous 
savons déjà en effet que cette fonction est holomorphe dans D. Or 
l'inégalité (27, 3) aura lieu dès que A,, sera suffisamment petit (c’est- 
à-dire dès qu'on sera assez près de S) et dès que les valeurs absolues 
des parties imaginaires de À,, À+, ..., À, seront inférieures à 1— kA, 
où # est une constante. Nous prendrons & assez petit pour que 24h 
soit plus petit que / Si les valeurs absolues des parties imaginaires 


~ de À,, À,, ..., A,,, sont moindres que / — 24h, nous connaissons des 
-Qu'(A) 
so Ohm 

une surface À, = const. assez petite. Le théorème de Cauchy-Kowa- 


lewski nous fournit alors un développement de w’(A) valable tant 
que À,, À, ..., À, ne s’écartent pas de plus d'une certaine limite fixe 
de leurs valeurs initiales. Si donc on a pris la surface initiale assez 
voisine de S, on voit que le prolongement analytique de w’(A) 
traverse S. 

Pour évaluer le champ des valeurs de À,, qu’on peut atteindre, nous 
pouvons prendre S comme surface initiale, puisque nous savons 
maintenant que w est holomorphe sur S. Seti 

Or nous avons ; 

Oe UN tegen! Gob (ih) ou" Ue Ou se CN)! 


OM, mm) 0006  * Amm(A) Oka nmi A)’ 


fonctions majorantes des valeurs prises par w'(A)-et par sur 


(28, 1) 


la notation £; 4 signifiant que la combinaison « = $ — m est exclue. 
= Placons-nous en un point déterminé de S, où les valeurs absolues 
des parties imaginaires des À, soient moindres que /— 24h; il sera 
légitime d'admettre que la limitation (27,3) a lieu tant que les 
valeurs absolues des différences y, entre A, et la coordonnée correspon- 
dante du point initial de S restent inférieures 4h (a =1,2,...,m—1). 
Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Avait 1926. 13 
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Si l’on considère l’équation 


Or Woes * B 


(28, 2) 
kh 


: Ow . Ow | 
a Br Phere ya : 


où B est une constante convenable, et si, pour y, — 0, 


ow Q 


| DT REA SA NUL Us Ga Le 
RAS af a ee 


Oy mete 
kh 


Oy, (1 7e) (t= Wy Pett Yn) 


w sera une fonction majorante de toute solution de (28,1) telle 


du Var - 
que |u| et El restent inférieures à Q pour 


neo et [Ya| <4kh 


(æ=159,:::, mt). 


Cherchons w fonction seulement de y,, et de y, +y2+...+ y 
que nous remplacerons par æ; nous majorerons encore la solution 


cherchée en remplaçant (28, 2) par 


0 w Ow ow 


d'w C Ow us 
ee 0x dy * Ox 


(28, a) <= = ___ 


où y remplace y,,, et où 
C= m(m—1)B. 
Soient 


ve ! 
EP, 


dx 


l'équation (28, 21) peut se remplacer par le système 


Ow - 
Ay engi 
dw' dw" 
(28,22) | dy dx’ 
Ow" be G Ow aw! à" 
DL “Be Ox Ox 
kh kh 


Ow 
+ Oy +0), 
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Mais on majorera encore le résultat en prenant 
eso! 4", 
la fonction w devant satisfaire à 


(29,023) aes de ci 
dy le a) aed. Ox 
kh kh 


avec la valeur initiale 


pourvu que 3C >1 (sinon on remplacerait ce coefficient par un). 
Posons 


Qz 
x 2 
th(1— 7) 
de sorte que z devra se réduire à un pour y =0 : 
az 3C ds kh+2—x ) 


CIS ARCS ER (+ Kh—2x * 
kh kh 


Nous majorerons encore le résultat en remplacant ceci par 


v= 5 


Or. 3C dz kh+a2 (ass) 
OT 2æ+ ay dx | kh” ; 
RU 


où l’on reconnait le paramètre « introduit par M. Goursat dans la 
démonstration du théorème de Cauchy-Kowalewsk1. | 
Nous cherchons alors une solution qui soit fonction seulement de 


. : 200 + Ay—=t;. e 
l'équation s’écrit alors | 
Sie 3C kh + 2 
CT D at Kh’ 
a — 6C — Th 


Nous désirons que la solution égale à un pour t = 0 soit à coefficients 
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tous positifs ; or cette solution est 
_ 3Ctkh +2) 


5 VER eee ee RÉ 
epee RU SVE RS TES ; 
_les coefficients seront tous positifs si 
a > 6C, 


et le rayon de convergence sera alors 


om | ot < kh t 
1, par exemp €é,%—12 ) ce rayon sera Fey et; pour 


; kh 
ped 3? 


on aura 
kh+2 


EG Re eae 


En remontant à uw’, on en conclut que le développement sera 


valable pour 
‘ kh 
You | <= nr 
et que, pour 
kh 
[Ya | Le oa? 
on aura 


kh+2 
jules & 


kh” 


CHAPITRE III. 


ÉQUATIONS NON LINÉAIRES. 


1. Considérons une équation 


(0 #0) =F( 5 OL eo VO CoO a du 


5 : 9 00g —— >) -—— oo ——— a . 2 
dx? dx, OL, 0x2,” Ox,” > OL? u; Ti, sm) = 0, 
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que nous écrirons plus simplement 


/ 
US ee oe a te x) =o, 


et dont nous connaissons déja une solution qu’on pourra, par change- 
ment de fonction inconnue, supposer être la solution zéro: cette 
première solution pourra s’obtenir à l’aide du théorème de Cauchy- 
Kowalewski. Nous supposons que, dans un certain champ réel de 
variation de X, cette équation soit de type elliptique au voisinage de 
la solution zéro, c’est-à-dire que les 


à OF : OF 
4132) ay,8 = - a (&<6), Au,a = Seats 
ù Gee, Jeet | 
peuvent être regardés comme les coefficients d’une forme quadratique 


définie positive. On suppose en outre que F est holomorphe par rapport 


m?+ 5m +2 


à l’ensemble des variables dont dépend cette fonction, 


pourvu que X soit dans le champ dont on vient de parler, et que les 
valeurs absolues de u 2 de ses dérivées premières et secondes soient 
assez petites. | 
Considérons, dans ce champ de variation de X, un ionic borné D, 
limité par un ou plusieurs contours fermés, dont chacun est Are 
ment analytique, et dont nous désignerons la réunion par S. 
Si A,, As, ---, A sont les paramètres à l’aide desquels s’expriment 
analytiquement les coordonnées d’un point de S (ou d’une des parties 


de S), soit 
aon Age apc ) 


_une fonction holomorphe réelle de ces paramètres; nous nous donnons 
une telle fonction pour chacun des contours formant S. 

Soit ¢ un paramètre réel; nous nous proposons de trouver une 
solution de (1,1), définie et continue dans D et sur S, et prenant 
sur S les valeurs 


(ns 3) to(A, À, = hae) dre 


Nous montrerons que si D est suffisamment petit dans toutes ses 
dimensions, et si ¢ est suffisamment petit en valeur absolue, ce 


OR VITAE À 
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problème admet une solution, et une seule, si l’on impose à w et a ses. 
dérivées jusqu’au second ordre de rester, en valeur absolue, inférieures 
à un nombre suffisamment petit. : 


2. Pour démontrer ce théorème, nous considérons l’équation 


Ou Ou 
(2,1) igi" aed dae +) bar +cu=0, 
où les a, sont définis par (1, 2), et où 
F OF 
(232) bg= È 


Ory, 
Les a,g, Jes b, et c sont calculés en supposant u nul ainsi que 
toutes ses dérivées : ce sont des fonctions de B yy Lay very Lng et 
l'équation (2,1) est de type elliptique. 

Nous cherchons une solution de l'équation (2, 1) qut soit définie et 
continue dans D et sur §, et qui prenne sur S les valeurs (1,3). Nous 
avons déjà vu (Chap. II, 24) qu’il y en a une et une seule w,, à 
dérivées secondes continues dans D, pourvu que ce domaine soit assez 
petit dans toutes ses dimensions, ce qui est notre hypothése. 

Soient maintenant 4,8, D, c’ les quantités analogues à a,¢, b,, €, 
mais calculées en remplaçant wu et ses dérivées par wu, et ses dérivées. 
Nous considérons l’équation 


C0 , Ooh 
(2, 3) De 8 TR ap re TT 2: by, jag + 'h=— (uw), 


et nous en cherchons une solution h, prenant sur S la valeur zéro. 


Si h, existe, nous aurons, comme seconde approximation de u, la 
fonction 


(2, 31) Uy Uy + hy. 


D'une façon générale, si nous sommes parvenus à l’approxima- 
tion w,, nous calculons, à l’aide des formules (r, 2)et (2, 2), les 
coefficients as, bY, cl” ie et nous considérons l'équation 


oh 
ep : : 
(2, 4) 2.2 Oxy, 0X8 EM ba oat dg OM =— Slade 


er ee 
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et nous en cherchons une solution h, prenant sur S la valeur zéro. 
Si À, existe, nous posons 


(2, Gt) 7 ? Un+i = Un + hy; 


c’est l'approximation suivante de wu. 
Il s’agit de voir que, sous les hypothèses faites, on n’est jamais 
arrêté dans ce calcul par une impossibilité ni par une indétermi- 


nation, et que les approximations successives convergent effectivement 
vers une solution du problème posé, et qu'il n’y a pas d’autre solution. 
C’est ce que nous allons voir dans les numéros suivants, 


On voit que cette manière de diriger les approximations successives 
ressemble à la méthode de Newton poses résoudre les RIRE dont 
Vi inconnue est un nombre. 


3. Nous commençons par déterminer un certain champ com- 
plexe € de variation pour le point X et pour w et ses dérivées jusqu’au 
cinquième ordre. Si l’on adjoint à un-point quelconque X de D ou 
de S des valeurs suffisamment petites de u et de ses dérivées jusqu’au 
cinquième ordre, on devra obtenir un point de €. Dans la partie réelle 
du champ €, l’équation (1, 1) devra être de type elliptique. 

D devra être assez petit dans toutes ses dimensions pour que, 
quelle que soit la fonction du champ € à l’aide de laquelle sont 
aoe les a, 8, les 5, et c, l’équation | 


Oth Oh g 
2." a,8 SUR 023 ie aes + ch =f(X) 


nue une solution définie dans D, prenant sur S des valeurs 


qnelconques données à l’avance, et ie par la méthode du 


Chapitre précédent. 
Au voisinage de chaque partie de S, nous introduirons un para- 


mètre A,,, nul sur-S, tel que æ,, &,,-..:, æ, s'expriment analytique- 
ment en fonctions de A,, À, ..., Ams et, D ct RAS asp 
À, soient fonctions analytiques Wend ND). Sera; par 


exemple, la plus courte distance de X aS, cette distance étant affectée 
d’un signe: On fera en sorte que À, soit positif dans D. 

Pour chaque équation telle que (2,4), nous commencerons par 
former une solution fondamentale (ou renopes) de l’équation 


ay 


’ 


en. a 


The ‘ \ 
Were Seid, il 
Mdr MAT hg ee, Bl 


és Li 


peur 
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homogène. Pour cela nous considérerons les surfaces S’ d’équation 
Aim =— tna, ‘ 


ouZ,,, est une constante positive dont le choix sera précisé plus loin. 
Si D’ est le domaine ainsi limité, et qui comprend D à son interieur, © 
cette solution G(X, A) sera définie dans D”. | 
Nous aurons besoin de définir aussi G(X, A) dans une région de 
l’espace complexe. Il suffira pour cela de faire choix d’un nombre g 
% (Chap. II, n° 7}, et de fixer la limite supérieure a des valeurs 5 
i re absolues des parties imaginaires de À,, À,,..., A»; qui pourront être ~ 4 
atteintes sur S’. La région balayée par les multiplicités complexes 5: 
remplaçant D’ comprendra, sur S, tous les points tels que les valeurs _ 
Ge | absolues des parties imaginaires de A,, À,,..., À, Solent inférieures à 


a + Rl iss ’ 


où 2 est une constante dépendant de g 
Pour former ensuite une solution de l'équation (2,4) prenant des : 
valeurs données sur S, nous ajouterons, à la solution particulière 


ee: rfi) . alm) | ER 
(3,20) pe he LME 2 D G(X, A) F[u,(A)] aay; SIT) 
rhs ear eae ie 


de cette équation, une solution convenable de l’équation ne 
Cette dernière solution devra aussi être formée dans l’espace complexe. | 
On gardera le même nombre g que ci-dessus (qui doit pouvoir servir 
quelle que soit la fonction du champ € qui a servi à calculer les 4,8, 

b., c) et l'on admettra tous les domaines complexes D qui atteignent SRE 
en des points tels que les valeurs absolues des parties imaginaires 5 
de À,,:,..., A,,-1 ne dépassent pas le mème nombre a que tout à 
l’heure. La région balayée par les domaines D est ainsi intérieure à la 

région balayée par les domaines D’, et nous pourrons désigner 

par XL, la plus courte distance d'un point de la première région à la 

frontière de la seconde, & étant une nouvelle constante. 


4. Occupons-nous d’abord de u,. Soit ® une limite supérieure de 


ao | 


COCA ix tale 
| 0 ( 1) Am CE ce Odx at Oa Op |’ 
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u, pourra être formé dans toute la région balayée par les domaines, 
analogues à D, qui atteignent S en des points intérieurs à la région 
balayée par les domaines D’ et, dans cette région d'existence de u,, 
on aura 

|u,|<A,® 


A, étant une constante, qui resterait la même si les a, 8, 6,, ¢ étaient 
calculés à l’aide d’une ro RARE du champ €. 


Nous pourrons limiter aussi, ; si l’on suppose que les 


valeurs absolues des parties imaginaires ite His Masa th tac Ay eS OLaNt 
inférieures à à 


aa “hls, - 
on a (Chap. II, n° 27) (') 


du, 


(4, 1) Oh» 


<Ast 2" log ®, 
1 


À, étant une nouvelle constante. 
En tout point de la frontière d’un domaine D, les valeurs prises 


Pegs 
par u, et par 


En : ont comme majorantes respectives ee 
m < 


F 


ie A3 log 7 ® 


A,® 

> ‘ ) 

URL ga Scr ts «tort ies BOA bent AA ROM et: 
eG hl, 


les y, ayant le même sens qu’au n° 28 du Chapitre précédent. Ceci 
permet de prolonger analytiquement w, dans la région où 


lya|<29h, [Am |< 2941, 


q étant une certaine constante (Chap. IT, n° 28) et, dans cette région, 
on aura | 


Ga) CDalhoR nes 


(4) Le facteur log 7. est ajouté pour n’avoir pas à changer le coefficient dans les 
limitations analogues qui suivront (voir Chap. II, n° 43, fin). 


Ann. Ec. Norm., (3); XLII. — Avan 1926. 14 
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en supposant, comme il est légitime, /, assez petit pour que 


A, flog > > Ai. 
1 


5. Pour avoir 2,, et par suite u,, nous prendrons 


iG: 


Les nouveaux domaines D’ sont entièrement intérieurs à la région où 
nous venons de limiter w,; soit eZ, leur plus courte distance à la 
frontière de cette région. Sur un de ces nouveaux domaines D’, on a 


du; 


OL, 


< Vm Ba pam log Le 
p 4 


| us |< BOL" log à» 
1 


du, 


CES xp 


ae an Ae 
|< hor, log 7, 


Par suite, nous pouvons limiter #(u,) sur D’. Remarquons que ” 


MTS, + [Set] tla] > 


2M étant la limite supérieure des valeurs absolues des dérivées 
secondes de F; cette inégalité s’obtient en appliquant la formule des 
accroissements finis à la différence #(u,)— #(o0), dont le second 
terme est nul, et en tenant compte de (2,1). Alors 


du; 


te 


3 


: 2 
2 2 
\F(u,)|<M eres Erin Ds Em + a | B? @? log? 3 

p p [A 
ou: 


Conny |F (wy) | << C, D2 Z-2-im log? >> 


1 


C, étant une nouvelle constante. 
En introduisant les dérivées troisièmes de ,, on trouve de même 


a 


OXy 


(5, 2) 


< C, @? (Fin log? r ; 
MEL 


le nouveau facteur constant pouvant être confondu avec le précédent. 


“SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 107 


Nous aurons par suite, pour la fonction k; de la formule (3, 1), 
(5,3) |, (X) |< GiDi F2 log? 7; 
. 1 


D, étant une nouvelle constante. Cette limitation sera en particulier 
valable sur S. Nous devons aussi limiter sur S les dérivées premières 
et secondes de h'. Pour les dérivées premières, on peut dériver sous 


le signe f ce qui conduit à une limitation qu’on peut confondre avec 
celle de 4. Pour les dérivées secondes, il faut procéder comme au 
Chapitre précédent : les dérivées de #|u,(A)] interviennent, et l’on a 
la somme d’une intégrale d’ordre m et d’une intégrale d'ordre m— 1 
étendue à une surface comprise entre S et S’. On trouve ainsi 


ath, 


| < D, C, D2/- log? ï toate: <D , D2 /-3-im Jogt = 
: : pias 


aa 


| logZ,\? ,,.., 
D, et D, étant de nouvelles constantes [D 2, (es leet) ;l’iné- 
84. 


galité subsiste si l’on remplace /, par un nombre plus petit 


_La limitation sur S$ de ; et de ses dérivées premiéres et secondes 
‘par rapport à À,, NES CE peut agua étre prise Peale a, 


1 


Oe | Cy? FAH" logs ? =!4, 
pendant que, dans tout son domaine d’existence, 4; admet la limi- 
tation (5,3). 


Alors ona, pour la solution A/ de l’équation homogène 


ett eh 
PAP «8 Dre dap ce Dire Sen 0) 


qui prend sur § la valeur EX), et pour ses dérivées premieres, 
les mêmes limitations (') que ci-dessus pour w,, en remplaçant ® 


(9 Bien cu il faut supposer que la valeur absolue du Mere de Fredholm 
est supérieure à un nombre fixe; on évalue la différence entre ce déterminant et celui 
= quar correspond à Péquation en w,; en procédant de même dans la suite, on a, pour la 


série des valeurs absolues de ces Baierencce, une somme aussi petite que van veut 


si t est assez petit. 


ins 
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I > Ps 
par > ®,; on trouve ainsi 


Wis Yar I —2m J . 
|Ar(2) | <5 Bae à log 73 
par suite, pour À — A, —h' +h’, sil, a été pris assez petit pour que 


2C,D,l,< BC, log? 7 
1 
on aura 


(5, 5) |i (@) |< Bayle log 7 


Cette limitation a lieu sur la totalité des domaines analogues à D’ 


correspondant à 
== gly. 


On aalors comme plus haut 
Oh, 
Fm) <MTY. ee DAs 


d’où une limitation de F(u,). 
On voit la suite. D'une façon générale on aura 


im 


(a 6) ghee, 
(5, 61) ®, = 20,071, 0,5-™ log >> 
(5, 65) [hn | < BD" log 7 


Ce calcul suppose toutefois que les valeurs absolues des dérivées 
cinquièmes de u, restent inférieures à un nombre fixe, car la cons- 
tante A, intervient dans le calcul, et elle dépend des limitations des 
dérivées troisièmes des 4%, qui contiennent les dérivées secondes 
de u,. Or 


5 
5 > 
(5, 63) 2 hn <a ee BO, log re 
n 


Oxy 0x3 Oxy 0x5 OX: p 
ce qui permet de limiter les dérivées cinquièmes de uw, (bien entendu, 


on peut aussi limiter les dérivées d’ordre moindre). 


De (5,6) on déduit 
=e el 
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La relation (5, 61) donne alors (') 


~ $ on+t gn & / G ® Qn ( n+1 ] jen 
5,7) ®,= (log — I x) an ( 7) G, Cae 
( 7) ( 08 i) ( og [A log qe (on BF (BE 


Du reste 
log — =( —1)log- + log + <plog— 
EE : F4 °d . Pal 
Donc 


. 


5 91 2—p on +2} us gn+3_y 
] ul: I gu—pr? ae gn+2 
ee er) Ae (eg) s 
P p=1 


fm | 


en désignant par logS la somme de la série convergente 
(5, 71) logS ee. l08p, 


En nous reportant à (5,7) et aux limitations (5,62 et 5,63) de A, et 
de ses dérivées, on voit que la série XA, et les séries des dérivées sont 
absolument et uniformément convergentes si 


: 
Cat log =) qui m L-im@ <1, 
= q ! 


c’est-à-dire si || est assez petit; en outre cette série et ses dérivées 
(et même les séries des valeurs absolues) ont des sommes aussi 
petites que l’on veut si |2| est assez petit, ce qui entraîne que l'on ne 
sort pas du champ €. Tous nos calculs sont donc légitimes, et l’on voit 
que la limite wu de wu, satisfait à l'équation (1,1) et prend les valeurs 
données sur S; c’est la solution annoncée aun° 1. 
La convergence étant uniforme dans la région balayée par les 
domaines D’, w est holomorphe à l’intérieur de cette région. De même 
à l’intérieur de la portion de S qui peut servir de frontière aux 


domaines D, u et _ sont fonctions holomorphes HER eee eee 


Un raisonnement déjà fait à propos des équations linéaires montre 


A 7e 
(1) On a, en effet : pM Lae = 241 n— 0. 
p=! 5 
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alors que w est prolongeable analytiquement a travers cette portion 
de S, en particulier à travers la partie réelle de S. 

On pourrait alors, dans #(u) = 0, remplacer u par u + U, u étant 
la fonction que nous venons de trouver, et recommencer pour U des 


raisonnements semblables, de facon à agrandir le domaine des. 


valeurs de ¢ pour lesquelles le problème est réslite et ainsi de suite. 

Pour montrer qu'il n’existe pas d’autre solution satisfaisant aux 
conditions énoncées, nous pouvons supposer que F,<o; car le 
domaine étant petit dans toutes ses dimensions, un changement 
d’inconnue w= vs permet de se ramener à ce cas. Si alors et v sont 
deux solutions satisfaisant aux conditions voulues, il suffit d’ appliquer 
la formule des accroissements finis à 


§ (u)—F(v)=0, 


pour voir que u=¥%. 


6. Tutorime. — Au lieu de supposer l'équation (1,1) holomorphe, 


pe me , . M'+im+2 
supposons-la seulement indé finiment derivable par rapport à ses "2"? 
pp ; 


variables dans un certain domaine réel ou elle est de type elliptique. 
Alors si une solution U(X) appartient à ce domaine, et si ses dérivées 
jusqu’au troisième ordre sont continues, U(X) est indéfiniment dérivable. 


La démonstration commence par un lemme. Considérons |’équation 
linéaire elliptique 
6, = 
(6,1) D9 cor Tres ae 


où les 4,48 et } sont continus ainsi que leurs dérivées premieres. Si le 
rayon R d’une hypersphère S a été choisi assez petit pour qu’on puisse 
appliquer les méthodes du Chapitre précédent, on a, dans l’intérieur D 
de l’hypersphère, : 


r(r—:) (m) 
(6,11) 9(X)=— = G(X, A) b(A)a(q, ..., a) 
: b 


(=) 


m—1) | 
eee VE, Hg P(X, M) W(M)d(py, ce) Bm—t)s 
2 à 


dc ~~" LP > ere et bi ns ré wa ee ee pe” CS PRE, Sa + DCE Q 
PP PERS ES est © 5. rest 1 Ja S 


SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ. Li > 


la seconde intégrale étant ce qu'il faut pour que + prenne sur S des 
valeurs données. Nous nous proposons de prouver que 


è m 
M RME 
d9 és ) 
A eae 


(72) Vu ee 
OYA) yy dans 29 
xf G(x, A) Sa aL ere Tac gag | eu, en) 


(m—1) 
e Af P(X, M) Y,(M) (pu; .+ +5 Um-i); 
7 vs de 


W(M) étant choisi de tacon que les deux membres coincident sur S. 
: Ce résultat est évident si 4 et les a, ont leurs dérivées secondes 
continues, car alors © admet des dérivées troisièmes continues, et 


Ue | a. (d9\ _ oy 04,8 Po. 
(6,13) 2," CEA dx oA a Ov; oa Ox, Oxy dag 


Si alors nous revenons au cas où l’on suppose seulement la conti- 

nuité des dérivées premières des a,, et de Y nous pouvons représenter 
ces fonctions par des séries de polynomes, uniformément convergentes 
ainsi que les séries de leurs dérivées premières, qui représenteront 

alors les dérivées premières des a, 4 et de L. Pour chaque système de 


polynomes d’approximation, nous pouvons calculer une fonction 9, 


par la formule (6,11), et réprésenter SE: par (6,12). Or, quand on 


avance indéfiniment dans l’approximation, le produit 


G(X, A)L”-1(X, A) 


converge uniformément, ainsi que Y(A); la première intégrale du 


second membre de (6,11) tend donc uniformément vers une limite. 
Par suite W(M) tend aussi uniformément vers une limite (on suppose 

les valeurs données sur S constantes, ou uniformément convergentes); 

et par suite ©, tend uniformément vers une limite, qui est la fonction 9. 
On constate de même que le second membre de (6,12) tend unifor- 
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oe tend uniformément vers 
Li Ox, 


mément vers une limite : done F3 


oO ’ , » 
~ est représenté par (6,12). 


0 

nc =— 

pe Ox, 
On pourrait démontrer le résultat analogue pour les autres dérivées 


premières de 9. : 

Démontrons maintenant notre théorème. Si les a, 4 sont les dérivées 
de F par rapport aux dérivées secondes de wu, calculées pour u = U, 
l'équation (1, 1) peut s’écrire 

eu 


(6, 2) Pe PRE ET dae = F, ; 

F, est une certaine fonction composée de a,, æ,, ...,æ,, qui, d’après 
nos hypothèses, est continue et à dérivées premières continues; il en 
est de même des a, 4. Donc 

| r(2 = :) (m) Q 
(6.80) Usa RP G(X ANR (Ode am) 

2 D 


m : 
re ae 1)  (m—1) 
at f P(X,M) (M) dés mt) 
SS) 


m ) 
ENTRE (m) 
f G(X, A) F,(A)d(a,, re de) 
D ° 


ee. 
fe die M) W,(M) dt 8 naa), 


am? 
avec 
dF;(A) das g  d'U 
B(Ay= 3 — RS 
Abe. da 2: da, 0a, dag’ 


les d droits au second membre représentant des dérivées de fonctions 
composées. Il est capital de remarquer que, à cause de la définition 
des 4,8, F, ne dépend que des dérivées de U d’ordre au plus égal 
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à deux : 
dF(X) OF ŒU 
RO) : 
a ) ax; F2 U dry 078 OX 
OX, 0x8 


F,(A) est donc continu et à dérivées premières continues. Par suite 
aU 

les dérivées de 4 dz, Peuvent se représenter par une formule analogue 

à (6,12); Si 2 A une dérivée seconde quelconque de U, on aura 


Se. 
(6,23) ewer ae G(X, A) F;(A)d(aq, ..., am) 
; À D : 


) (m—t) ! 
tis Sf P(X, M) w,(M) Ap, sey Pm—1)) 
s = | 


où F,, et, par suite W,, ne dépendent que des dérivées de U. d’ordre 
au plus égal à trois. 
F, étant continu, d’après 1 nos hypotheses, il en résulte que les 
dérivées premières de 9, satisfont à une condition de Lipschitz géné- 
ralisée (')[Chap. II, n° 3]; il en est donc ainsi pour toutes les 
dérivées troisièmes de U. Mais alors F, satisfait aussi à une condition 
de Lipschitz généralisée ; donc [Chap. II, n° 4] ©, admet des dérivéés 
secondes continues, donc U admet des dérivées quatrièmes continues. 
Supposons démontrées |’ existence et la continuité des dérivées de U 
jusqu’à l’ordre p. Pour démontrer la même chose jusqu'à l'ordre p ++, 
nous écrivons, en RER par Pa une dérivée quelconque. d’or- 
dre p—1, 
: r (2 = 1) (7) 
(6,26) pu — 252 fo G(K, A)Fy(A) (ay +. an) 
eel de An? ds 


r(z ) | 

? (72—1) : F 

Sf Pr. MPa. Hn) 
s 


ai 


(1) Le Pemplaadtenk de Les , qui figure à V’endroit cité, par G, qui figuré ici, 
n entraine pas de difficulté. Même observation plus bas. Tout ce raisonnement est le 
Ann. Éc. Norma (3), XLUI.— Avan 1926. 15 
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‘ e , a tae: , Q CA ry = 
où F, et W, ne dépendent que des dérivées jusqu'à l'ordre p; nous 


introduisons ici des hypersphères §,, S,, ..., 5,, ..., dont chacune 


est intérieure à la précédente (S, est intérieure à S), parce que l’exis- 
tence des dérivées quatrièmes n ’est démontrée qu’à l’intérieur de S, et 
de même dans la suite. 

F, ne dépendant que des dérivées jusqu’à l’ordre p, cette fonction 
est RE Donc les dérivées de 9, , satisfont à une condition de 
Lipschitz. Donc les dérivées de U d’ordre p satisfont à une condition 
de Lipschitz. Donc F,(A) satisfait à une condition de Lipschitz. 
Done 9,_,(A) a des dérivées secondes continues. Donc U a des dérivées 
continues d’ordre p +1. 

Le théorème est démontré. 


Remarque. — En réalité il suffit de supposer l'existence et la conti- 
nuité des dérivées de celles des dérivées secondes qui figurent dans 
les 4,8. Car alors les a, 8 ont des dérivées continues, et le raisonnement 
du type général, appliqué à l'équation (6,22) et aux équations ana- 
logues donnant om ress on 
continuité de toutes les dérivées troisièmes. 


; permet de démontrer l'existence et la 


Si, en particulier, F contient linéairement les dérivées secondes, - 


toute solution de (1,1) continue ainsi que ses dérivées jusqu’au 
second ordre est indéfiniment dérivable. Ainsi toute solution de 
l’équation des surfaces minima 


(1+ 9?) P— apgs + (1+ p*)t=0 


continue ainsi que ses dérivées jusqu’au second ordre est indéfiniment 
dérivable. 

Si même les A8 ne contiennent aucune dérivée de wu, toute solution 
de (6,21) continue ainsi que ses dérivées premières, est indéfiniment 
dérivable et satisfait à l'équation (1,1). Ceci s'applique à l'équation 


du Bu 


développement et la généralisation d’un raisonnement de M, Gevrey (Ann, scient. 
Ec. Norm, sup, L. 33, 1918, p. 155, note). 


ee Se ere ET D er te eae M de ae 


A at 
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étudiée par M. Serge Bernstein ('). Si, comme ici, les a,,g dépendent 
de u, G(X; A).et P(X, M) en dépendent aussi. 


7. Limitations diverses. — La démonstration du théorème précédent | 4 
fournit un moyen de limiter les dérivées de U d’ordre supérieur au | 
troisième, quand on a des limitations de celles des trois premiers 


ordres. Pour certains types d'équations, par exemple pour les équa- a 
tions linéaires, il suffit même d’avoir des limitations des dérivées des a 
deux premiers ordres pour pouvoir limiter les autres. Dans la suite oo 


nous aurons effectivement à limiter des dérivées troisièmes d’équations 
linéaires, et des dérivées quatrièmes d’équation du type général. 

Considérons, dans le but d'introduire les éléments nécessaires à ces 
limitations, l’équation linéaire Sig te - 


| | CCE aoe: 
Aas) : <2 Day or ree oy Pe et) 

Nous choisissons une hypersphère S de rayon R assez petit pour 
. qu’on puisse lui appliquer les méthodes du Chapitre précédent. Soient 
respectivement L, et L, des limites supérieures des valeurs absolues 
de Y(X) et de ses dérivées premières ; soit encore L, une constante 


_telle que | DATES 
à IY) — (Ki) 
L,> PRESS ee 


re quels que soient X et X, dans l’intérieur D de l'hypersphére, / étant — À = tee 4 
la distance XX,. Soit encore ® une limite supérieure de [o|surS.Il à 


dv 5 do ¥ eee | Rt VA 
ne er dans l'intérieur | :. 200 


| s’agit de trouver des limitations de | |, 

_ deD. peerage ee oY es. if | : 
_ D'après ce que nous avons vu au Chapitre précédent (voir aussi _ a 
Chap. I, n° 15), il existe des constantes A,, A,, A,, Ay telles que la Seihk fe. 
fonction G(X, A) formée dans une hypersphère de rayon R +3 


(1) Serce BERNSTEIN, Sur la nature analytique des solutions des équations 
aux dérivées partielles du second ordre (Thèse de l'Université de Paris, 1904). 
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concentrique a S satisfasse, pour R et 6 assez petits, aux inégalités 
r(? ) 
(m) 
Ga) SAG [GO A) Fata ey in) SAR, 
D . 


fe) a 
Es { [PS eas 1 am) < AaB logy: 


m 
2 


sr (m) 
5 TEAS EA ay 
epee be [Se + Sa A (4,0 am) 


Ar? 
<A,Rlog 5; 


r(2 1) à | 
=e’ (7m—1) ; 
: oe : R 

S 


la dernière inégalité ayant lieu seulement si X est intérieur à une 
hypersphère de rayon r< R, concentrique à S. Il en est de même des 


suivantes, concernant la fonction P(X, M) de la relation (6, 11): 


ne as 1) ete 2R 
(OST | P(X, M) [@ (525 m1) < Bi log log” x 
S 


| r( sa 1) (11) 
2 0 P(X,M) B, 2R I 
eae Sao eRe aa Ro 8 Roe 7 


0? P(X, M) M) 
OX, 0x8 0x8 


A Pr es : ee) if FA 


om? 


rye SR 


emer encore la constante C, telle que 


me 


(ost 27 pm 0? G(X, A) 
C, 085 a r(” a | Ora eg 
2 


B, aR 
d(p,…. +9 Ym )< Rope Ro, lo 8 


I 


PO. 
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où p est la distance AX. Comme ora, quel que soitr, 


[le 3R ACT soe en) | oT? 
5 5 p pe TE 


on en déduit, en faisant 7 = R, 


(7m) 
De ey ee 2172 m +1 Zz 
] > b} m o 
: a og 3 pr a r(2) R( 5 log3 + 1), 


et, par suite, 


(mm) 


(14) - plog 


En nous reportant au calcul de o et de ses dérivées premières et - 
secondes (Chap. HU, n° 2 à 4), nous pourrons alors déterminer une. 
constante +, dépendant de toutes les précédentes, et telle que 


OG 
02g, 0x8 0x8 


se ge R log +. 


| ne PA TT tae (= a 


GE le] <TL+D)los 5 = log 53 
(7:31) Oxy a(t 4 a be R78 5 

dv do \ t _3R oR) à 
(7,82) (a), — (<2 an ey L, log + DU | log log x» 


is 


(7:53) ee ur (a 5) bt Bla pgs | lee a 


© aR 
(7:54) Fe las Jane Ep sfr els 


es inégalités qui ne contiennent pas L, ne supposent pas que v soit 
dérivable; celles quit ne contiennent pas L,-ne supposent pas l’exis- 
tence de L;. ; 
Ces limitations ne sont pas les plus. avantagauses qu'on puisse 
trouver; ainsi (355): pourrait, en s'appuyant sur ce que nous avons dit 
du potentiel de double couche, être remplacée par une inégalité 
valable dans tout l'intérieur de D; mais ces inégalités suffisent à notre 
2 actuel. 
Nous pouvons amattys que GB) (5,8 1), (7,54) s'appliquent 
encore si X fait partie d’un des domaines D complexes dont on a déjà 
parlé, le nombre g (Chap. II, n° 7) étant choisi une fois pour toutes. 
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8. Tutontwr. — Si l’équation (1,1) est holomorphe par rapport 
2 . . . . . - 
à ses cn Ate variables, toute solution continue ainsi que ses dérivées 


des trois premiers ordres est analytique. 


En appliquant la remarque qui termine le n° 6, on peut élargir 
l'hypothèse dans certains cas; ainsi pour l'équation des surfaces 
minima, il suffit de supposer l'existence et la continuité des dérivées 
secondes pour pouvoir conclure que la solution est analytique (*). 

Il s’agit, bien entendu, d’une solution relativement à laquelle 
l'équation (1,1) est de type elliptique, au moins dans un certain 
domaine réel; et c’est dans l’intérieur de ce domaine que la solution 
est analytique (ou, plus exactement, holomorphe). 

Soit U la solution considérée. Nous faisons un changement de_ 
variables æ,, æ,,...,x,, de facon à prendre pour origine un point 
quelconque de la région où nous voulons démontrer que U est holo- 
morphe; et nous prouverons que U est holomorphe en O. 

Nous considérerons une hypersphére S de centre O et de rayon R 
assez petit pour que les méthodes du Chapitre II s’appliquent aux 
équations 


d? 
(8, o1) de Rem om +>, base + cu =, 


où les 4,8, b,, ¢ sont calculés par les formules (1,9 ).0t(272);:0n ¥ 
remplaçant u par une fonction telle que u — U et ses dérivées jusqu'au 
troisième ordre soient suffisamment petites. Nous nous réservons 
d’ailleurs de prendre R assez petit pour satisfaire à d’autres conditions 
qui seront indiquées plus loin. 

Soit g un nombre positif quelconque inférieur à wn, et soient 


(8, 02) R= Bratt =.9"); R=R, Ro R] [o—¢"); 
a=1 
soient S, S,, S, les sphères de centre O et de rayons Ry Rey RE 
soient D, D,, D. leurs intérieurs. 
D, D,, D, désigneront aussi des multiplicités complexes à m 


(1) Les résultats trouvés pour deux variables par M. Gevrey concordent en réalité 
avec ceux-ci (Joc, cit., p. 162), 
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dimensions, ayant pour frontières les parties réelles de S,S,, S., et 
correspondant à un nombre g qui sera choisi plus loin. 

La première approximation de U que nous formerons sera une 
solution uw), holomorphe en O, de l'équation (1, 1), telle que U — wu, 
. -et ses dérivées jusqu’au second ordre soient nulles en O. à 

R sera pris assez petit pour que l’hypersphère S soit intérieure au 
domaine d'existence de uy; g sera pris assez petit pour que l’on puisse 
appliquer les méthodes connues aux équations (8,01), quand la 
fonction holomorphe à l’aide de laquelle sont calculés les coeffi- 
cients a,, b,, ¢ est suffisamment voisine de u,, ainsi que ses déri-. 
vées jusqu’au second ordre. 

Désignons par u,(n=1, 2, ar) les approximations de U que nous 
allons former; soient a, b,c” les coefficients correspondants ; a8» 
b,, c correspondront a uy. EEE 

Nous chercherons la ÉG ey analytique dans les domaines D, 
GE ou Ne prenant sur S, les re U — u,, et telle que 


: 6 Aho 9h 
(8, 1) on La xg ‘2 by oe AS eg 
et nous poserons — 
¥ (8,11): Hi Why alg 


Ensuite, d’une facon générale, ayant défini la fonction uw, dans la 
région balayée par les domaines D,, nous formerons la fonction k,, 
analytique dans les domaines Deis prenant sur S,.. les valeurs U— u,, 
ep telle que . 


ee ne Oly, epee 87 
cn Dita, neue 


et nous poserons ; 
Cy | Haut ha 


Nous allons prouver que les w, convergent uniformément sur les 
domaines D,, et que leur limite est U sur le domaine D. réel : le 
théoréme en “résultera immédiatement. — RE |; 
Nous désignerons par-Q un polynome à à coefficients positifs quel- 
conque, par rapport aux limites supérieures, dans le champ où nous 
entendons ine fastent nos approximations, des valeurs absolues de F 
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et de ses dérivées partielles jusqu’au troisiéme ordre, par rapport 


m+5m-+ 2 


à ses variables; le polynome Q pourra aussi contenir les 


variables 7, R:R,, R et R,, pourvu cependant qu'il y ait un terme 


indépendant de R et de R,. Nous né rencontrerons qu’un nombre fini 
.de ces polynomes Q; Q sera finalement la valeur numérique du plus 


grand d’entre eux, R étant supposé inférieur à une limite fixe (si le - 


polynome contient la variable R,, on peut remplacer celle-ci par R). 
Soit 

(8,14) | kn=U— Un, 

de sorte que 

(8,15) ky — tin = Raat 


Nous désignerons par H, une limite supérieure de |A,| dans les 
domaines D,,, réels ou non; par K,, Ki, K’,, Kr, KY des limites 
supérieures. des valeurs absolues de 4, et de ses dérivées jusqu'au 
quatrième ordre, dans des domaines compris dans D, et compre- 
nant D,,,, et qui seront précisés; par L, le plus grand des nombres 
KRiRe, KR, KR’, Kn, KR, 
de sorte que 

Pi » L/4 rm r L 
(8,16) KSLRE,  KxSUaRi,  RKSLR,, KL, Ky p*- 
Remarquons que Ly est borné si R l’est; c'est de là que découlera la 
convergence. 

h, étant donné par l’équation (8,1), nous pouvons d’abord en 


tirer H,; la fonction G correspondante pourra être formée à l’aide de 


l’hypersphére S, ce qui donne 

(8,2) H,<7tR®L, log =a log 

| pourvu que l’on reste dans l'hypersphère concentrique à S de rayon, 
R, Vi-g< R, (1 = t) ; 


ou dans les domaines complexes correspondants. 
Limitons maintenant /, et ses dérivées, et pour cela, formons une 
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equation aux dérivées partielles nous donnant #,. Nous avons 
(8,21) #1 Re ky) 0, ; 


ou, puisque #(u,) =o, 


(8,22) DA as 8 Fos a +» bas ot + chy Pa 


~ oA 


Fs,o ayant un développement suivant les puissances de &, et de ses 
dérivées qui commence par des termes du second ordre, de sorte que 
la formule de Taylor limitée au second ordre nous donne 


(8,23) ete [Fue] < QUERY. 


Mais, en retranchant membre à membre les RUE (0522) 
et (8,1), nous obtenons ae 


~ ‘OR dk 
3 D3 +Y 1 Rees 
) 28° 8 xs 0x8 0x8 be Urs te Po 


qui est I’ équation annoncée. 
Or 4, est. qui sur S, ; donc, d’ après (7.5), 


é 2p272 5 472 
SE) | Ki< QR JS log log À < QR L2 slog logo? 


_ limitation valable dans l’hypersphère concentrique à S, de rayon 
| | Ry Vi— ge 
Dans le même domaine, d’après (7,51), 


QKL 


a ae 


lo °8 OR 


‘ 5 4 7 10 
(8,32) CAE RE log —> 

Nous aurons K° si nous savons limiter les dérivées de F,,. Or, en 
dehors des dérivées partielles de F, la dérivée complète de F,, par 
rapport à æ, contiendra au second degré les dérivées de 4,; et, dans 
ces termes du second degré, figureront des prod de dérivées 


; troisiémes par des dérivées secondes. Donc 


ioe < ORL, 
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les d droits indiquant qu’il s’agit de dérivées complètes. D'après (7,54). 


on aura donc, toujours dans l’hypersphère de rayon R, TU 


QUE? 


5 Li R? 5 10 oe 
(8, 33) Ki < (Ss + QOL; ne) log 108 oR < loge 18 oR: 


le nouveau Q dépendant ici de g?; dans les approximations suivantes, 


quand on calculera K,, g? sera à remplacer par g”*’, ce qui permettra : 


de conserver là même valeur de Q, puisque 
QUE 77 (n>1). 


Pour avoir K', nous dérivons, par rapport à x, par exemple, les 
deux membres de (8,3), ce qui donne 


0? 0 fok: Ok, 
(8, 34) >: aa (Sa) D base (Sat) +5 


ae dass dk, abe dk Fe j 
= dx, 2e dx, 0x 0x8 = eae OL | dm ‘<= Pos 


Nous connaissons une limite supérieure de la dis absolue du 
second membre dans l’hypersphère de rayon R, V1 — g°; cette limite 
supérieure peut s’écrire 


QRLS + Q(KS+ Ki + Ky) 
ou 


| Fo1|< QRL24+ +——* 


Dans le calcul des approximations suivantes, le second membre sera 
a remplacer par 


ORM AS tees eae, 
QRL?_, + log gree gor’ 
À étant une constante supérieure à un qui s’introduira; nous BARRES 
remplacer ceci par - otter. 
QORL?2_, 10 À. 
a log 7 08 aR R; 


ici, nous aurons 


eth oh, \ 
Pay 


5 Paes 


ee me ee Se. 


went être dérivés par rapport à l'une = 
sda dérivée: sera moindre en 


be st moins ne Pour le 


membre est moindre 


> 
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Finalement, nous trouvons pour le coefficient de Lipschitz de F,,, une 
limitation du type | 


[it faut remarquer que R (log R) est borné, puisque R l'est]: dans 


les calculs ultérieurs pour &,, ceci sera à remplacer par 


)L2_ 10 ARE 
Le (log gr log =z) , 


avec le méme polynome Q. : 
Alors, d’après (7,53), dans l’hypersphére de rayon R,(1 — g’)’, 


ain 7 R 10 I R 10 1\? [R 10 I 
$ ] A I 
x< PT °8 OR 
ou 
m QRL; 10 ‘june 3 
(8,4) kK, = By RER n ai 


Nous devons maintenant limiter Ki’. On ne peut songer à dériver 
une fois de plus l'équation (8,3), car cela introduirait les dérivées 
cinquiemes de ky. Nous partirons de l’équation en #, 


(8, 41) (ui + ky) =o. 


En la dérivant deux fois, et en nommant g la dérivée seconde corres- 
pondante de #,, on trouve 


A ee 
(8, 42) dt Ox, dxp ==. Ti 


T, ne contenant les dérivées de #, que jusqu'au troisième ordre; 
les a;,4 sont donnés par les formules (1,2), avec wu =U. 

T,, si l'on y remplace #, et ses dérivées par zéro, se réduit à — F(u,). 
Or, d’après la façon dont on a calculé h,, F(u,), ou Tu, +h,), 
commence par des termes du second degré par rapport à 4, et à ses 
dérivées jusqu'au second ordre. On a donc, dans l’hypersphère de 
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een ae 
| Oxy 0x5 | gue 


,en 1 tenant compte Fe la valeur (8, 2) de Hi, 


Lot #(u)| eo x : _. 
4 ay 


RATE xs | Ton Ve os log 


My a ae la formule ( 1 52),n6 nous aurons, dans l hyper- 
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ou bien 


10 reas 
= log a gx) : 


Des inégalités (8, 31), (8, 32), (8, 33), (8, 4), (8, 5), nous pouvons 
tirer une limite supérieure de L, ; on trouve 


(8,5) ky = 


VAE #10 )- 
(8,6) L,< +," 7 log ge VER 


Nous pouyons maintenant obtenir H,; en effet, nous connaissons 
l'équation (8, 12) qui donne A,, et nous connaissons une limite. 
supérieure L,,R* des valeurs que cette fonction prend sur S,. I faut 
seulement observer que A, n’est limité par (8, 2) que dans l’hyper- 
sphère de rayon R, V1 — q?; les dérivées de À, ne seront limitées que 
dans une Bypersnacre de rayon plus petit, ue exemple de rayon 


2 
5 


(= 9) 


c'est donc seulement dans cette dernière hypersphère que nous 
pouvons être assurés que wu, et ses dérivées jusqu’au troisième ordre 
ne sortent pas du champ fixé a priori. C’est donc cette dernière hyper- 
sphère que nous devrons employer pour former la nouvelle fonc-.. 
tion G(X, A), et en conséquence la quantité à (égale à gR dans ce qui 
précède) sera ici à remplacer par 


2 
RC —(—g)]> BF 
On aura donc, dans l’hypersphère de rayon R, Vt — g°, 
H2 : 0 À 
Hi<<(Q Reg! +L,R ) log log gh 


le premier terme de la parenthése provenant d’une limitation du carré 
des dérivées secondes de A,. Ceci s’écrit encore 


A 
GR 


QR'L? | 10 
Hi < | SE (log log) + Ly R | log 42 og 


ou bien, en augmentant une derniére fois Q (et par suite la limite 
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ee WEES, =, 


el 


Pie St ek sa Sees È 
Met tar 


: il est n man inifeste alors queles caleus peuvent se répéter, et condui- 


neue BH 


; 10 7 à À ye 2 3 
log se Dee. A, 


= * 


Sd a D ces é finitatione sont 
réel ae les &,, dans les domaines D, 
Fe rtain que u, et ses dérivées | 
pots de My de ae aus on. 


ne ; Hs gk in3)_ 


vchets est mine he 
PRETO ce BE 


shies. 8 de ri 'iné- 
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par une quantité infiniment petite avec R. En ce qui concerne H,, le 
quotient par R° de sa limitation (8,2) n’est pas borné quand R tend 


. . . ‘ if 
vers zéro; mais ceci provient du facteur log rik qu’on peut remplacer 


par log x» ÿ ne dépendant pas de R, puisqu’on peut, pour for- 


mer G(X, A), se servir de tout le domaine d’existence de uy. 


Donc la série > h, est uniformément convergente dans la région 
n—=0 


balayée par les domaines D, complexes; sa somme, et ses dérivées 
jusqu’au second ordre, sont infiniment petites avec R dans la même 
région, et ses dérivées troisièmes sont-bornées. Comme ces propriétés 


ont lieu aussi pour les séries des valeurs absolues, il est clair que u,. 


ne sort pas du champ fixé et que, par suite, les calculs sont légitimes. 

La série des dérivées troisièmes serait aussi infiniment petite avec R 
si l’on annulait en O les dérivées troisièmes des U — w,, car alors L, 
serait infiniment petit du premier ordre. 


2 


Il résulte de tout ceci que la série u, + DAS représente, dans la 


n=0 ; 


région balayée par les D, complexes, une solution de l’équation (1,1). 
Cette solution coincide avec U dans le domaine D, réel, puisque 


ug +» Age uot >) (kn — ken) = w+> (Unis — un) lim ky, U. 


LE] u2=0 n=0 


Donc U est holomorphe dans D, réel, et en particulier en O, ce qu’il 
fallait démontrer. 


ETUDE 
DUNE MASSE LIQUIDE DE REVOLUTION 


HO\OGENE, SANS PESANTEUR ET A TENSION SUPERFICIELLE, 
LIBRE DANS UN MILIEU A PRESSION UNIFORME, 
ANIMEE D'UNE ROTATION UNIFORME AUTOUR DE SON AXE DE REVOLUTION 


Par M. Anpré CHARRUEAU 


_ Historique. — L'étude des masses liquides de révolution, homo- 
_ gènes, sans pesanteur et à tension superficielle, en rotation uniforme 


autour de leur axe de révolution, a été entreprise par M. Globa- 


Mikhailenko (*). 


En prenant, dans un “he méridien quelconque, l’axe de rotation, 


pour axe des ordonnées, et une perpendiculaire à cette droite, pour 


axe des abscisses, M. Globa-Mikhailenko a exprimé l’ordonnée du 


_ méridien, à l’aide d’une certaine intégrale hyperelliptique de l’abs- 
cisse (?); puis a donné une discussion générale du problème et 
intégré l’équation du méridien, à l’aide des fonctions elliptiques, dans 
un cas particulier très tra ). M. Globa-Mikhailenko n’a pas 
poussé l'étude de ce cas jusqu’à la détermination de la forme : une 
masse liquide, d’une nature et d’ un volume Je soumise à à une 
rotation donnée. | 
M. Boussinesq a repris l'étude de ce dernier probleme et en a 
_ donné, avec un énoncé simple et indépendant de la théorie générale 


(1? GLoBA-MiKHAÏLENKO, Thèses de doctorat d'Université et de se d'État, soute- 
nues à Paris, en 1916 et 1920 (Gauthier- -Villars, éditeur). 

À (2) Gropa—MiKHAiLeNnKo, Thèse de doctorat d Université, p. 60. 

(3) GLosa-MrkHaïLENKo, Thése de doctorat d’Université, p. 76. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Mar 1926. | UT 
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de M. Globa-Mikhailenko, une solution par développements en séries, 
‘applicable pour certaines valeurs des données ('). M. Boussinesq a _ 
bien voulu nous indiquer cette question, comme sujet d’étude. 

Nous en avons recherché la solution complète, quelles que soient 
les valeurs des données, avec le seul secours de la théorie des inté- 
grales elliptiques : les excellentes tables de Legendre (?) permettent, | 
en effet, de résoudre ce problème, avec toute l’approximation utile. | 


Énoncé du problème. — Prenons une masse liquide homogène, sans | 
pesanteur, à tension superficielle, libre et d’abord immobile dans un 
milieu à pression uniforme; elle affectera une forme sphérique. 
Considérons ensuite, dans le même milieu, cette masse, tournant sur 
elle-même, sans axe matériel de rotation, avec une vitesse uniforme 
‘donnée. Parmi les formes d’équilibre relatif possibles, nous nous pro- 
posons de déterminer la figure de révolution qui soit une figure per- 
manente d'équilibre relatif, pour cette masse liquide et pour cette 
vitesse de rotation. Notre étude s'applique, quelles que soient les 
données, aussi longtemps que les figures d'équilibre correspondantes 

sont d’un seul tenant et traversées par leur axe de révolution. 

Le liquide est supposé incompressible, mais nous ne supposons 
pas que sa fluidité soit forcément parfaite. 

Nous insistons sur ce point que nous n’étudions pas ici un mouve- 
ment de déformation de la masse liquide, mais des figures perma- 
nentes d'équilibre relatif. 

C'est pourquoi nous n’aurons pas à tenir compte de forces de vis- 
cosité. 


Équation du méridien de la masse liquide. — Soient : 


0, la densité du liquide; 

w, la vitesse angulaire de rotation; 

J, la valeur de la tension superficielle ; 

P1, la pression dans le milieu extérieur. 
mn Re UP ME EE QD oe SN PRES Dre PERS 
(*) Boussineso, Cours de Physique mathématique, Compléments au Tome HE, pe ax 
à XXII. 

(?) LeGENDRE, Traité des fonctions elliptiques, t, IL. 
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Dans un plan méridien quelconque, prenons, pour axe des y, l’axe 
de rotation et de révolution et, pour axe des abscisses, une perpendi- 
culaire Ow, menée à y’y, en un point O, encore indéterminé. 


Wigs irs 


Soient Cle centre de courbure du méridien correspondant au point M, 
et C’ le point où la normale MC coupe l’axe de révolution. C et C’ sont 
les deux centres de courbure principaux de la surface, correspondant 
au point M. | 

Considérons les rayons de courbure principaux de la surface, en M, 
comme deux vecteurs 

MG ean MC 
positifs quand, les parcourant de M vers les centres de courbure, on 
pénètre dans la masse liquide, au départ de M. 
La pression, en M, dans le liquide, juste à l’intérieur de la couche 


-superficielle,"est égale à 


(1) : | f (2+ 3) +p. 
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Remarquons maintenant que notre masse liquide, en équilibre 
relatif, peut être regardée comme se trouvant en équilibre absolu, 
après que nous aurons appliqué à chacune de ses particules, une 
force égale à la force centrifuge et ayant la même direction et le 


même sens. 


Si nous écrivions les équations d'équilibre de la masse, par rapport 

à un système de trois axes rectangulaires issus de O ct comprenant Ox 

et Oy, nous en déduirions immédiatement que la pression p, dans la 

masse, en tout point d’une surface cylindrique de révolution d’axe y'y 
et de rayon x, est | 


re) 2 
(2) PE Pit at) 


Ps étant la pression, dans la masse, le long de yy. 
Si donc, æ est l’abscisse du point M, ona 


1 


(3) (+: 


) Ow? 
+ P1= Pot ae 


dy 
dx? 


‘4 NP RE 
Mais, représentant ee et 


E 


par y’ et y”, ona 


>) 


int han 
(ry) | dx Vi+y 


2 


. y! 
ee 
PC Eee NS At RE, POSE 
dæ Vi+ y"? æVi+ y" xa dx Vi+y? 


Par définition, notre étude ne s’applique qu’à des méridiens consti- 
tués par une courbe fermée, d'un seul tenant et sans point singulier. 
Or, si l’on considère, sur une courbe fermée, sans point singulier, 


la partie de cette courbe située du côté des x positifs, on vérifie faci- ~ 
lement : | 


2 
p 


1° Que les produits yy” et pz sont de même signe et, par suite, que + 


0 æ dx Vi+ y? : 


a}- 
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2° Que, si l’on part d’un point de la courbe, avec le signe conve- 
nable dans (4) et que l’on parcoure la partie déjà indiquée de la 


courbe, on n'aura à opérer le changement de signe, dans (4), pour 


5 , : I 1 . \ 
avoir toujours la valeur de FE qu'aux points où la courbe admet 


une tangente verticale, sans y traverser cette tangente. 
Compte tenu de (4), l'équation (3) devient 


| Doc er re ee 
et, intégrée, s’écrit 
ay! ERA) 
- —. æ*+ GC; 
Vi+y" P POF 


comme nous n’étudions que des masses ayant des points sur l’axe de 
révolution, l'équation précédente doit être satisfaite pour 2 =o; 
RER 
EE 

constante ie quand le signe change dans (4), et, pi suite, dans 
la dernière équation, puisque c’est en un point où y’ passe de + 2% 
à — oo, ou inversement, et, par suite, le membre de gauche de cette 
dernière équation, compte tenu du changement de signe nécessaire, 


doncC = 0, puisque 


ne présente pas de discontinuité en ce point. 


Donc. 


f x Ow? i 
Pte Pi) ae ae mas 


6 RP Sead ts 
(6) ae 


- Prenons pour axe des x, la perpendiculaire à yy’ passant par A, point 


le plus éloigné de l’axe de révolution (ou disons plutôt l’un des plus 


_ éloignés de cet axe, puisque nous ne connaissons encore rien de la - 


forme du méridien). 
Posons | | 

. a — Fr 2 2 
a OLS a2 et = ES hk a. 


k? est une donnée, qui a pour dimensions L~*, L désignant la lon- 


gueur et, par suite, K? est une quantité sans RON un nombre. 


Au-dessus de Ox, dans la région convexe avoisinant A, il est clair 


est toujours fini; et il faut maintenir cette 
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que la valeur de = + s'obtient en prenant le signe —, dans (4), et, 


TO 


pour le point A, où y = — «; l’équation (6) donne 

(7) Po— i= 22 (1K). 

Portant cette valeur dans (6), et posant (2) = t, on obtient : 
sb a ee CES UNI 
, dy, (i K+ Kee 

de ~~ \/t—t(1— K?+ Kt)?” 


Fes ME RAE San: 
Vi—ta— K?+ Ky 


a 
= + = 
dy à 


Allure générale de la courbe méridienne. — Posons 
W(t)=i—t(rs — K?-+ Ke)’. 


C'est un polynome du troisième degré en £. 
On verra facilement que : 
Pour K? < 4, W(t) =o n’a qu'une racine réelle, + 1; 
Pour K? = 4, W(t) = 0 a ses trois racines réelles et positives, +1 
, : 
et la racine double, + ;; 


Pour K > 4, Y(t) = 0 a ses trois racines réelles et positives, + 1: 


et deux autres nombres compris entre o et +1. 

Décrivons le méridien, en partant du point A (fig. 1); d’aprés une 
remarque précédente, nous devrons prendre le signe —, dans l’équa- 
tion du méridien, pour obtenir la partie de courbe dirigée vers le haut, 
au départ de A, et l’on verrait de même que l’on doit prendre le 
signe +, pour obtenir l’autre. 

Pour K? < 4, nous ne rencontrerons, entre A et l’axe de révolution, 
aucun point à tangente verticale autre que A, puisque W(z) =o 


n’admet que la seule racine réelle, + 1 ; et, en faisant varier ¢ de 1 à o, | 


nous atteindrons l’axe de révolution, après avoir décrit, d’une part, la 


courbe 


a 1 1— K?+ K%¢ 


ie 1—t(1—K'+ Kit)? 


| 
| 
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d’autre part, la courbe 


é; ; a CRIS ae | 
yor f cor Wie sa, 
JUNE — K2- Kt)? 


Le méridien est donc symétrique par rapport à Ow. 


Pour K* = 4, Je expressions. précédentes se simplifient et l’on 
trouve que 


ey 


pour l’arc dirigé vers le haut, au départ de A. Pour ¢ décroissant à 


, partir de 1, l’ordonnée de cet arc, d’abord positive et croissante, 
décroit ensuite et l’on voit que y =— x, pour { — ;; l'intégrale don- 
: ; 4 


$ £ ’ Le . t I \ E C 
nant y contenant, au dénominateur, le facteur ¢ — ze la puissance 1, 


rx 


: ; a ta : Tot : É 
alors que le numérateur ={£— , } a une valeur non nulle et négative, 


4 


pour ¢ = ;- La courbe a une partie rejetée à l'infini et, considérée en 


4 


entier, présente deux points doubles, sur l’axe des æ. Elle ne con- 


vient done pas au probléme que nous avons énoncé. 

Pour K? > 4, il existe un intervalle, dont les limites sont comprises 
‘entre o et 1, dans lequel W(#) est négatif et, par suite, y imaginaire. 
La courbe n’est plus d’un seul tenant et ne peut done convenir au 

problème que nous nous sommes posé. | 

Le seul cas à retenir est donc celui de K? < 4 et nous allons l’exa- 
miner de plus près, en profitant de la symétrie du méridien par rap- 

port à Ox, pour considérer seulement le quart de méridien situé du 
côté des a positifs et dirigé vers le haut, au départ de A, quart de 
méridien le long erage” 


a ee Pic Kee Kez) y 


ree (8 , — — > 
8) À de. Vi—é(i— K?+K2r)° 
be porn 
LEE ETES ES Di 


3 
oe 
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Subdivisons en deux le cas retenu : 
; 5 d É . : 
1° K? <r. L’équation (8) montre que, dans ce cas, an décroit conti- 


nuellement, de o à —, quand z croît deo a 1. Le méridien est done 
partout convexe (fig. 2); 


| 
| 
{ 


Fig. 2. 


‘ d , 4 
2 KD1. 7 nulle au pôle, prend d’abord des valeurs positives, 
lorsqu'on suit le méridien, en partant du pôle. 


Fig. 2 bis. 


+? , sis 5 dy * 
= on prend la dérivée de ~~» par rapport a #, on constate que cette 
dérivée s’annule, en changeant de signe, pour 


K?—1 


‘= 3K 


A cette valeur de ¢ correspond donc un point d’inflexion du méridien. 


ioe à 
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dy - 
Enfin, — s’ 
» 7, S annule pour 
_ Ke—1 
t= 


ainsi qu’on le voit immédiatement sur l'expression (8). 

Le demi-axe polaire, 6, devient nul pour une certaine valeur, K?, de 
K?, que nous calculerons plus loin et qui est voisine de + 2,32 et reste 
négatif, comme nous le verrons plus loin également; pour K? << K? <4. 

Or, il est à penser qu'au moment où b —0o, la masse liquide se 
transforme en un anneau auquel notre étude ne s’applique plus; en 
outre, les figures où à est inférieur à o présentent deux points doubles 
et ne RTE rien de réel. Ainsi donc, les courbes réelles 


d'équilibre relatif, d’un seul tenant et ayant des points sur l’axe de 


révolution, les seules que nous étudions, seront ou entièrement con- 
vexes (fig. 2) ou présenteront des cavités aux pôles, à la facon de la 
courbe de la figure 2 bis. 

Intégration de l'équation du méridien. — Nous avons, d’après (9), 
le long du quart de méridien situé dans Pangle æO y, 


| aq. 1— K?+ K’¢ 
(10) | =: / i 


— ¢t(1— K*?+ K?’?¢)? 


C’est une intégrale elliptique de ¢. 
Nous poserons ce 
@(¢)=1— K?+ K’¢; 
nous avons déjà posé 


W(t) =1— t(1— K? + Ke). 


Il vient 
fie es '@(t) di dt | 
à oe VEO 
et, par suite, | 

Ù b De) de. 

| Repas, VW 

ue 

Nous supposons q | ë < me 


W(t)=on ‘ayant alors qu’une seule racine réelle, +1, ainsi qu'il 
Ann. ke. Norm., (3), XLIM. — Mar 1926. | 3 18 
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a déjà été dit, on peut écrire 
Y(t)= = Kt(1— 1) [(¢— pt 1; 


u.et y étant des nombres réels, tels que 


K?— 2 : real 
| RE TR MAN ES 
Posons 
(11) 1—¢=)tang?? (A>0) 
avec 
MW= (1— p)?+ v?, 
du 
réa 2 À 


Remarquons que la quantité appelée c? est bien toujours positive 
et, d’autre part, inférieure à 1... 


Il vient 
(12) RP ae nL Ne ete —d9 
Va—O)[(C— pete] Eee 9 
et 
SS a 
i (Ode _ A POSE 
Ji VE KV Yi—etsintg 7 
Posons 


ls FRE ee 


intégrale elliptique de première espèce de Legendre ; 
ages IS Fr 
f Vi-=c?sin?9 do = E(e, 9), 
249 


intégrale elliptique de deuxième espèce de Legendre. 
La différentiation de tang : Vt —c?sin®o conduit à 


e tang? £ do 


a = at See pay eS 
ViZesin® — ATER av: persia ee ies Neh ®). 
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Donc 


'D(t beers ee 
io (2) - =e alho— map tang? Vi este + F(e,9) —2E(e, 9)! |; 


. vi |- lang t V1 — sin? as 2) | Lee F(c, 9). 


aK? à 
On trouve facilement que 
Ke? 
(13)- > : vai, 
(14) Dee 2 + K2 
2 4 /1+2k? 
I] vient 
| EU SE Pe, 5 tang 2 
(15) 2/1 € — Vi csin?o + Bus —————— F(c,0 9), 
ees tang Ÿ ER +1 
ou 
K 
(16) tan ee we ate Tt # 
a VA Vir-+ 2K? 


Nous avons désigné par b le demi-axe polaire. 
Oe ens 
Pour obtenir =; il faut, dans (10), prendre ¢=o, pour la limite 


inférieure d’intégration, c’est-à-dire, dans (15), faire x = o et donner 
ag la valeur 9,, définie par (16). 


D'où 
Do 
‘ tang — 
b SNE coal SOE DA LT PE 2 
! —-=—ViI—c’ sin? PMR ape in F{c, om). 
ÿ g Vv se tang 2 Vi+2K?+1 38 
A: 
Notons que 
a Se aS I 
D e? sin? o, == ————_____—. 
v À Vi+2K?+ Kk? 
2 Cad ag Ee; 
Nous montrerons plus loin que le calcul numérique de oe, pour 
tang + 
2 


de petites valeurs de 9, reste très facile, ee me l’on ne puisse recourir 
alors aux tables de Legendre. : 
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Equation de l'invariabilité du volume. — Soit R le rayon de la masse 
liquide, quand elle est sphérique. Son volume est égal à 


drRe. 


Soumise à différentes vitesses uniformes de rotation, la masse 
prendra différentes formes, mais comme le liquide est incompressible, 
le volume de la masse restera toujours invariable. 

L’arc AB étant le quart de méridien précédemment choisi, nous 
avons 


An anf x? dy. 


AB 


D'où, en tenant compte de (9), 


4 "¢@(t) dt 
8 sR—= a] ——- 
ue) 3 af VW (2) 


Mais, on a identiquement 


3K? 1®(1) 1— K? @(¢) ; 
VF(e) 2 YNP(E) 


Intégrant entre o et 1, il vient 


_ 38K? f'a®(t)dt 1—K! f'Œ(t)dt 


2 h  VW(e) a J. V(t) 


Or, d’après (18), 


et nous savons que 


D'où 
R3 
—i=— KT — u—K)2 
et 
(19) à KR 1 (1 — Kr) 2, 
a 


Si, est le rayon de courbure du méridien aux pôles, qui sont des 
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ombilies de la surface, (3) montre que 
(20) Pe pis 2 
D'autre part, nous savons, par (7), que 


Po Pi = 2G — K?). 
Done 


(21) Le 


- et la relation (19) s'écrit sous la forme remarquable suivante : 


(22) , É RER = pe ee 


To 


Calcul de a. — k? = Fa et R étant donnés, nous nous proposons de 


calculer a. | 
Si, dans (19), nous s remplaçons ? — par sa valeur (17), oc et 9, sont 


des fonctions de K définies par (14) et (16), nous obtenons une équa- 
tion transcendante en K, qui pourra étre résolue, par approximations 
successives, à l’aide des tables d’intégrales HS de Legendre. 
Ayant Han K, on en déduira immédiatement a* et a, puisque 
K? = #? a’, où A? est une donnée. 

Nous Sie ci-après une méthode ANNE applicable 
quand K est petit et, plus loin, un procédé graphique, applicable 
pour K quelconque, donnant K immédiatement ou, tout au moins, si 
l’on a besoin d’une approximation plus grande, réduisant beaucoup le 


nombre des tatonnements. 


ee particulière applicable pour K petit. — C’est, au fond, le cas 
étudié par M. Boussinesq (‘), d’une manière directe, à l'aide de déve- 
loppements en série, sans intégration préalable de l’équation du 


tee 


(1) Boussineso, Cours de Physique rss Compléments au Tome IT, p. 
à XXII. 
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I 42 


les quantités de l’ordre de K* et d’ordre supérieur 


Nous supposons K assez petit pour qu’on puisse négliger, devant 1, 
Pour ne pas rompre l'unité de notre exposé, nous déduirons les 
6 BE 


résultats simples qui se Fées alors, de l'équation (15) à laquelle 


on peut donner la forme 
MERS chee. 
fi /1 € Kipp ete 9) _ Vi+ak eagles 
tang+ ay sak tang? 


en se rappelant que 
; 2 
Vien 
ro T 
tang ? = SS =\/1- ~ tang 2. 
2 Vale 2 K2 a 2 
D'après (14), : 
I 2 + K? 
=e = . 
2 4Vi+2Kk? 
Posons 
a 
lang- =u 
8, 


=ju est done 


La valeur maximum de u, pour x variable, est — TR 
{ 
toujours plus petit que K; o< 2 u est également de I’ rere de K, au 


plus. 
Nous avons — 
Q us ab 
—~=are langu—u— = +——..,, 
8 3 5 ) 


CG au* ) 


: hii 
(t+ 2K)? ¢— K*4+ Ke 


< Er ths 
CE in Mob 


4 
CENT OUEST Kt 


a 


K' 
…..) 
2 


Vit2k?—1 _ a ae ee 
Winer =1— (1+ 2K?) fst KY { ion Ree 
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Nous avons aussi 


Vi — ce? sin?@ =1— ~c? sin? =1—-¢? aoe | 
à Qe Fon eins ae D 


2 4 
c? 
be =O), SSS 9 cut as 
2 
I eS eek ee 
a ee CT SID Gees Es Oe Lae 20 UTE. 
I—c*sin*o 2 2 


où les termes non écrits, dans ces deux séries, sont de degré égal ou 
supérieur à 4. 
Il vient : 


? 2 2 
Ce, =f Vi-etsin'g dp =9— Fy... 2u [Sac |, 
0 2 


2 


? di c u? à 
ay PF te; ah RTE as +e San [i— tac). |, 
(¢, @) te ru apa A 3 ( ) 


où les termes non écrits, dans les développements entre crochets 
figurant dans ces deux dernières formules, sont de degré égal ou 
supérieur à 4. 

Tenant compte de ces développements en séries et négligeant, devant 
l'unité, les puissances et produits en wu et K, de degré égal ou supérieur 
à 4, on trouve ; 
per KK) \/a3— 2°, 


équation d'une ellipse dont le grand axe est 24 et le petit axe 
2b—=sa( K?)=sa(1— Ka*). 


9-7 « 


L’équation d’invariabilité du volume s'écrit donc 


4 ep DR 
arab 3Tk, 
Zo Rs, 


a(i—ka’)= R, 
qu’on peut écrire ici 
GER Os R3 
Ne 
d’où 
3 — R° : 
7 = FC BRS 
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L’équation précédant l’avant-dernière montre que 4R°=K?(1—kK°), 
k?R® est donc du second ordre par rapport à K et l’on pourra négliger 
devant l’unité les puissances de Æ?R° de degré égal ou supérieur à 2. 

D'où 


k2 
(24) a=K(14+ FR), 
1 Re 2k? À 
b= =R(1— ER) x 
et 
Ob = sie 


D'après ce que nous venons de dire de la grandeur de A?R*, on 
reconnaitra, sur les données, que cette méthode particuliére est appli- 
cable, quand le carré de Æ°R° sera négligeable devant l’unité. 


Retour au cas général. Étude de lacourbe X=K?, Y =1 — (1— K?) a 
— Nous appellerons cette courbe, la courbe de résolution. 

Compte tenu de (17), il est facile d’en déterminer autant de points 
qu'on le désire, à l’aide des tables d’intégrales elliptiques de Legendre. 

Nous avons pu aussi en déterminer le coefficient angulaire de la 


tangente, en chaque point. 
En effet, 


(25) 


et nous savons que 


(26) pas 1— Kt+ K*e 


a 2 à Vi— t(1— K? + Ke} 


La dérivée par rapport à X = K? de la fonction, sous le signe d’inté- 
gration dans (26), est égale à 


é—!1 


by — er —K?4 Kay) 2 


ou le dénominateur contient le facteur (1 Six 
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Gousidetous les deux intégrales 


1 


ie Kt Kit 
Vi t(1— K?+ K?2)? 


0 
: Gaia 
t—I 
ere de 
0 


ja — K+ K22)2]? 


Après division par 1 — z du numérateur et du dénominateur, dans 
la deuxième intégrale, on voit que, dans l’une et l’autre, 1 —2 figure 


, . I é + 
au dénominateur avec l’exposant =: De plus, si nous supposons que 
o KE 4, 


il n’existe aucune racine du dénominateur, autre que 1, entre o et 1. 
Done ces deux intégrales ont un sens pour toute valeur de K, telle 
que oS K? <4. 

On peut aussi démontrer que, dans tout l'intervalle Ae K tel 
que o<K? <4, ces deux intégrales sont uniformément convergentes 
et sont des fonctions continues de K et, par suite, que la seconde 


représente la dérivée de la première par rapport à X —K? (voir 


Goursat, Cours d’ Analyse mathématique, t. 1, p. 237). 
Donc, pour K tel que o£K°? < 4, nous avons 


b 


Fe | “a ve eae dt 
27 = = - SE COURTE ORPI LE 
dX 2), ji (1 — K?+ Ke)? |? 


«Pour K = 0, (26) et (27) donnent par une intégration élémentaire : 


ae 1, résultat bien évident puisque la masse liquide est alors en 
a 
équilibre absolu et, par suite, sphérique; 


_Remarquons encore que qx = est toujours négatif, quel que soit K, 


compris dans l'intervalle considéré, l'élément différentiel, dans (27), 
étant toujours négatif. 


. Ann. Fe. Norm., (3), XLII. — Mar 1926. ~ : 19 
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En posant A= \1—c’sin’¢ et en supposant o < K? < 4, nous 
trouvons que 3 
ae 
haar AO LOE. f 
Ee 2K52° 0 = 
Po | Ag? 
FRS OP of por ? do. 
8K*A? vo 


eee 
pe COS* — 
2 


do 


Si l’on désigne par d? la quantité 1 — c?, on a (') 
% do ‘ce? sing, COS® 
—— ee 


J 
As ple Qo) — Ta Ay 


0 


® costa d __ sing, cos 
f PÈR = = [F(c, 9) — E(c, ®)] + HP ea, 
0 


Ae Ay 
ou 
A,=Vi — c? sin? Qo, avec tang © == sey, 
2 Wi Viree ak? 
Réste l’intégrale 
is coso do 
0 A 
On voit sans peine qu’elle a pour valeur 
SiN Go 
Ay 
D'où 
d 2 
ss a e 1 Fc). ‘c?— ax c?—d? sin2g, _ 2'sin'®, 
(28) ax = — tes ES + od E(c, Po) —  d? A: + | 


nb 
d — 
Pour une valeur donnée de K, on pourra calculer KR comme ?, 
à l’aide des tables de Legendre. 


Par (25), nous aurons ensuite =: 
Le calcul des intégrales figurant dans (26) et dans (27), lequel 


nous à conduit aux formules (17) et (28), a été fait en supposant Ko. 


(1) LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 256 ‘et 557. 
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Mais, par LT Ce en série entière en K, de leurs différents 
termes, on constaterait que les vraies valeurs des membres de droite 
de (17) et de (28) sont respectivement égales à +1 et à — 7, 
pour K = 0. ue sont bien, savons-nous, les valeurs que prennent 


See 
b : $ 
alors = et ee Les formules (17) et (28) Bes done valables 
pour K =o. 
Pour. K? = A, on déduit de la remarque faite un peu avant (8), que 
Eee ARDECHE 


En outre, l’élément différentiel restant toujours négatif, pour cette 
; F A ; ; : 
valeur de K?, quand ¢ varie de.o à ; ; il s’ensuit que 
| | 4 


"Oe dt _ 
VEO 


Nous avons dit, déjà, que, pour K* > 2,32, l’équation (15) ne 
représente plus de figure réelle d'équilibre; la remarque relative au 
cas de.K* = 4 ne porte donc pas sur une partie utile de la courbe de 


résolution, mais elle sert à LS tracer. 
b 


Sie tableau suivant indique les valeurs: de ? => de = x et de Y pour 


; quelques valeurs de K; là encore, figurent a ue ne correspon- 
‘dant plus à rien de réel, mais données au même titre que la remarque 


précédente. 
X = K? a ope ee eye eg 4 
: a dx a dx dX 

OR fies ts +1 —1 0 +2 

En cosets +0, 431 ++I +0,431 
2,554: 0,299 Sa oO +1,1295 +0 ,098 
Dire <1 0, 2002, —0,314 +1,1375 —0 ,003 
Saws se 01032 -+1,1032 
2,9 CICR —0,056 ’ - +0,916 
3 ivga sw. 10236 +0,528 
3,5 sees —0,518 . ; —=0, 294 4 
Anes gape 0 — co — © : 
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; res Fe b : 
D’ot le tracé ci-dessous de la courbe de variation de sen fonction 


de X = K?, et de la courbe de résolution. 


Kj=2,32 


Fig. 4. 


Des valeurs indiquées dans le tableau précédent, on déduit, par 
interpolation, que le maximum de Y a lieu pour K? = 1,662 et qu'il 
est égal a +1,1375. | 


: . b 
_ On voit aussi que, pour Ki = 2,32, ona 7 = 0 et que pour K > K,, 


b ; Pare 7 RU re 
a (St toujours pégatif. L'équation (10), qui, intégrée, devient Cox 


si tif ae fn) eee 
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ne représente donc une figure réelle d’équilibre que pour K tel que 


o<K2£<a,32 


ainsi que nous l’avions déjà annoncé. 


Sur les courbes des figures 3 et 4, nous avons tracé en pointillé la 
partie située au delà de l’ordonnée d’abscisse 2,32, pour la distinguer 
de la partie correspondant à des figures réelles d'équilibre, laquelle 
est tracée en trait plein continu. = 

Les valeurs de K correspondant à toutes les figures non annulaires 
d'équilibre relatif sont donc comprises entre o et Ky. 


Procédé graphique donnant une premiére valeur approchée de K et 
achévement des calculs. — Nous savons, d’après (19), que 


2 RS (1— K+) =). 


R étant le rayon de la masse liquide supposée au repos. 

k? et R étant des données du problème, supposons que nous menions 
à OX, sur la figure 4, une parallèle distante de OX, de 24*R°. L’abs- 
cisse d’un point d’intersection de cette parallèle et de la courbe de 
résolution sera une valeur K? répondant au problème. On peut, d’ail- 
leurs, tracer la courbe de résolution à une échelle assez grande pour 


: qu’on puisse lire K?, avec une erreur absolue inférieure à 1 ou 2 mil- 


lièmes. Cette première valeur pourra suffire dans certains cas. Si l’on 
a besoin de plus de précision, on partira de cette valeur de K, obtenue 
graphiquement, pour résoudre l'équation (19), par approximations 
successives, à l’aide des tables d’intégrales elliptiques de Legendre. 
Toutefois, l'emploi de ces tables deviendrait pénible et même impos- 


_sible, pour K suffisamment petit, car ne) qui figure dans (17)tend 


Se 0 
FEREN Los 
à prendre la forme =: quand K tend vers zéro. Alors, on calcule les 
valeurs de EC 90) et aussi de F(c, ®,) à l’aide de leurs développe- 
2 0 \ 


tang — 
23 


ments en séries entières en uw, = tang 2, développements dont le 


pe 


190 ANDRÉ CHARRUEAU. 


principe et les premiers termes ont été donnés lorsqu'on a étudié le 
cas de K petit. En remplaçant, dans ces derniers développements, la 
quantité u, par son développement en série entière en K, tiré de (16), 


on obtiendra le développement de = en série entière en K; (19) per- 


mettra d'en déduire le développement de R en série entière en ÆR?, 
Théoriquement, cette opération est très facile; pratiquement on peut, 
sans grand’peine, déterminer cinq termes de ce développement. lei, 
nous rappellerons seulement que, pour K* négligeable devant r, on 
dispose de la méthode de résolution extrêmement simple qui a déjà 
été donnée. 
Dans le cas de l’emploi des tables, de la valeur à laquelle on s'arrêtera 
pour K, on tirera facilement a. 
Il sera ensuite facile de déterminer autant de points du méridien 
qu’on le ee l’aide de (15). Pour les petites valeurs de 9, on 
Cc, 9) 
? 


tang - 
8, 


pourra calculer et F(c, 9) à l’aide de leurs développements en 


séries entières en 4 = tang + < déjà donnés, 
La tangente en tout Holt du méridien sera facile à déterminer, à 
l’aide de (8). 
D’après la forme de la courbe de résolution représentée sur la 
figure 4, on voit que : 
° Si24R° <1, on a une seule figure d'équilibre; 
29 S11S24R° <1,1375, on a deux figures d'équilibre; 
3° Si 24? R* =1,1375, on est en présence d’un cas limite; 
4° Si 24°R* > 1,135, il n’y a plus de solution. 


li 


Courbes de variation, pour une masse liquide donnée, de a, b, 7, en 
fonction de w. — Il s’agit des valeurs de a, b, +, pour les états per- 
manents correspondant à différentes valeurs de w. 

Supposons les unités de longueur, de masse et de temps choisies de 
manière que 


Bs, d==1, = à; 


alors #* et w? sont exprimés par le même nombre, | 
De la courbe de la figure 4 et des résultats figurant au précédent 


que Y= 2h? RS eet égal ici à 26°? : 


TAC PET SOC EC LEE) 3 (3,696 :- 1,5% 
RERO T0 Os DD Ve 2502: 4,64 1,67 . 
LE ris ae Se TRS AIO ir 


AA LT, Rues 5 ‘ 


ook ordis. AS i Ie Pe a. 
seek 5 (A 0 rene 
| ae 0,707 5025 Peet 1,260 
Sere 099 5x 055647 1,5 2,656 1,385 
ARR o. 5687 Aide ro | 1 430°" 
_ (cas limite), ; RC 9 ” 
oe 75h 5887/8 2,931 1,431 


cor 
0,259 


ay 


0,208 


0,206 


0,103 


oO 


—o , 056 
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0000 
— Les figures pour tesqulelies 1 > 2,32 ne sont pas des figures réelles 
: > Peuilibre, tes deux valeurs de w indiquées comme Fe à 0,754 diffèrent entre elles, 
évidemment, mais oa bien inférieure à 0,001. 


~ 


tableau, on peut déduire facilement ceux qu suivent, en remarquant 


CR 
Rah Siew 
2,160 
—2,146 
—1,536 
1527 
1,194 


= 


152 ; ANDRÉ CHARRUEAU. 


et montre que la tangente à la courbe, au point d’abscisse zéro, est 
une parallèle à l'axe des ©. 

On tracerait, sans difficulté, la courbe de b et de 7, en fonction 
de w. Nous nous bornerons à signaler que 7) passe de + x à — 
quand w, croissant, franchit la valeur 0,707. 


Discussion du problème. — L’équation (10) montre, comme c'était à 
prévoir, que la forme du méridien est indépendante de la pression 


extérieure. Mais, si cette dernière est assez faible, elle peut limiter la 


suite des figures possibles d'équilibre. 
D'après (20), 
2f 


Po= Pit we 
Or, dans la masse liquide, c’est le long de l’axe de rotation qu’on a la 
plus faible ees) Po, d’après (2). 


Pour qu'on ait, dans toute la masse, une pression et non un effort 
d’extension, il faut et il suffit que 


: Po20 
Nous devrons donc avoir 
pict Ho. 
Premier cas :p, = 0. — Il faut que +, soit positif. Ce qui exige, 
d'après (21), que 
K?=£1. 


Ainsi, dans le cas d’une pression extérieure nulle, les seules figures 
d'équilibre possibles sont celles qui correspondent aux valeurs de K 
comprises entre o et 1. Toutes ces figures sont partout convexes, 
d’après ce qui a été dit en parlant de l'allure générale du méridien. 

Le cas de K—1, 7, — +, est un cas limite, si la pression extérieure 
est nulle. L’équation (19) montre qu’on a alors 


ARR 5. 
et puisque K? = k?a@* —1, il vient, dans ce cas, 


a=RV2=R x1,260. 


' 
| 
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Deuxième cas : p, #0. — L'inégalité 
2 
Pat af EXC 
To 


est évidemment ee pour les figures d'équilibre qui sont pos- 
sibles quand p, =o et pour Pie Te 0: 

Elle l’est aussi par des figures concaves aux pôles, c’est-à-dire pour 
lesquelles +, < o;'à la ha tion que 


af 


ies 


Pi 
Ainsi done les figures réelles d'équilibre sont, dans ce cas : 


1° Des figures, partout convexes, pour lesquelles +, est compris 
entre R et + >; 
2° Des figures, concaves aux pôles, pour lesquelles 7, ‘est compris 


entre — oc ef — a 
Pi ale 
La figure pour laquelle +, = — 2 est une figure limite. 


Comme, d'après le dernier tableau de résultats numériques, la valeur 
maximum de 7, pour les figures réelles concaves aux pôles, est 
à —1,27 <R, 
si p, est tel que | 


—1,27 x R£— Le 


a Pa 
AT à * 
| Pass, Er R’ 
on n’aura pas de cas limite du à la pression extérieure. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons p, assez grand pour 
qu’il en soit ainsi. 

Considérons une masse liquide, dans des états permanents, corres- 
pondant d’abord au repos, puis à des vitesses uniformes de rotation 
d’abord croissantes. 

En supposant les unités choisies comme au paragraphe précédent, 
et, en tenant compte des résultats qui y sont indiqués, on voit que : 

Pour w croissant de o à 0,707, la masse sphérique s’aplatit de plus 
en plus, en restant convexe; | Lure 

Ann. Ec. Norm., (3), XLUI. — Mar 1926. = 20 
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Pour w croissant de 0,707 à 0,754, la masse devient concave aux 
pôles et s’aplatit de plus en plus, puis arrive à une figure limite; ” 


Pour w compris entre 0,707 et 0,754, il y a une deuxième série de — 


figures d'équilibre, pour lesquelles = décroit quand la vitesse de rota- 
tion décroit. | 

Les valeurs de la vitesse, qui viennent d’être indiquées, sont 
exprimées en radians, par unité de temps du système d'unités 
propre à la masse donnée et déjà défini. Pour une masse donnée 
quelconque, on passera facilement des valeurs correspondant à ce 


dernier système à celles qui mesurent les mêmes quantités, dans - 


le système C. G. S. : 

Nous allons, d’ailleurs, donner la valeur w, de la vitesse limite, pour 
une masse donnée, par une formule valable dans tout système d'unités; 
nous savons que l’état limite a lieu pour 


FAR 1 1390, 


c’est-à-dire pour 


2 
TERA 1 1875 
done pour 
See rt ae 


R39 


Le carré de la vitesse limite est donc proportionnel à f et inversement 
proportionnel à 6 et à R°. 

Remarquons encore que ce qui a été dit de la eroissance ou de 
la décroissance de la quantité à pour une masse donnée, quand w 
varie, et qui résultait des nombres du tableau précédent, peut être 
démontré en considérant le signe de rs pour X = K? variant; nous 
savons que cette dérivée est toujours négative et, d'après la forme de 
la courbe de la figure 4, selon que w croît avec K?, le long de l’arc OAB, 
ou décroit quand K? croît, le long de l’are BC, on arrive bien, sans 
calculs, aux conclusions déja indiquées. 

Nous allons maintenant exposer des propriétés, d’ordre géométrique 
ou d'ordre mécanique, de la masse liquide et de sa surface libre, 


eat à se _ 
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Courbure du méridien. — Soient : 


To, le rayon de courbure du méridien, au pole; 
Te, le rayon de courbure du méridien, à l'équateur ; 


t, le rayon de courbure du méridien, en un point courant. 


Nous savons déjà, par (21), que 


c’est-à-dire que 


Si p, est la pression dans la masse liquide, à l'équateur, juste à 
l'intérieur de la surface, on a, d’après (1) et (2), 
os dw? , f Lee à re 
= — a= a — 5 
Pe= Po à te =) Pi 


Et, tenant compte de (7), il vient 


(29) ae 
Donc 

2 3 
(30) to =i 7% = ae 


Calculons maintenant la courbure du méridien, en un point quel- 
conque. Le long du quart de méridien situé dans l’angle vO y, nous 
avons, avec notre convention sur le signe du rayon de courbure, 

; —¥" d wis y 
Lane VERT" 


a | — 


D'après ce que nous avons vu précédemment, le signe — est a 


prendre dans l'équation (6), le long de ce quart de méridien; donc 
y! Æ dw? x 
ee (Pi) a ae 

Vi+ y? (Po ee, Sf 


Par suite, 
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et, compte tenu de (20), 
I 1 SE 
(31) 2 een fe 
T: To | 
. I , . 4 4 
On retrouve = puis une valeur de — équivalente à (29), en fai 
0 e 
sant æ — 0, puis + =a. 
L'accroissement de la courbure, par rapport à sa valeur au pôle, est 
donc proportionnel au carré de l’abscisse (*). 


Développée du méridien. Premier cas : K? = k?a* <1. — (21) montre 
que tT) > o et, par suite, d’après (31), on voit que 7 est partout positif. 
Nous savions déjà que, dans ce cas, le méridien est partout convexe. 


CIE mn) 


Fig. 6. : 


Soit À l'angle que forme, avec Ox, la demi-normale dirigée vers 
l'extérieur de la courbe. 
Ona 


tanga =— act 


! 
——————— — ————" 
(1) Si l’on rapprochait ces résultats de ceux donnés par M. Boussinesq, à la page xvit 
des Compléments au Tome III de son Cours de Physique mathématique, il faudrait 
bien prendre garde à ce que la lettre 4 employée par M. Boussinesq ne représente pas 
la même quantité que le 4 de nos formules. 


ca ae ee ue en PPS ee vis Û D 
À A 
pou £ D: 
: 4 
‘ Be y 
a + 
msi 
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Mais, dans l'angle æ0 y; 0n à, d’après (8), 


Pas ie G=K+ K?e) Ve 


eg FES | 
Re a tang k= +2 __“, 
: RARE Ss sink 24/1 (24e), 


fa # AU cos À =e( + Mat). | 


n outre if 33) pe s écrire 


EL PE Vode 


hoy 


£ 


ee nt Pe T 


cus 
ee ee 


« 


y 
wir. 


¥ = 
era nh a =A ae 
dat nn ar a 
righ Fi 1 n te 
at Pays 2 
ri LA 


~ 
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Nous avons calculé y, en termes finis, à l’aide des intégrales E et ul 
de Legendre. Nous avons donc aussi n en termes finis. 

La Bavelup pie est une figure à quatre pointes, tangente en ses som- 
mets, à Ox ou a Oy, qui sont des normales du méridien. 

Remarquons que, pour Ë croissant de zéro à OC,, 


He SE 
dE te y’ 


décroit continuellement de +40, le long du quart de développée 

situé dans l’angle y'O x, y’ décroissant continuellement, de o à —+, 

quand le point M parcourt le quart de méridien situé dans l'angle Oy. 
On a 


To = arcC,C + 7; 


d’où 
ae A ores 
arcC, CG = Ty T = 1+ 3h a2, 
3K?a 
RE Ge RY Ge RD 
On a aussi 
a __ > 2@K? - 
SOA ar 1+ 2K?" 
Deuxiéme cas : K? = 1. — Alors t, =+ 0 
D'où, de (30), 
A En a 
RASE 
et de (31) 
oe. RARE: 4 
7 Ska? 32? 


D (32), on tire 
PSPS St 
Vi— Az 


En calculant y”, y” et y", on verrait qu’au pole 
YS ee ee, Fo =—6m= Lo 


La tangente au pole a donc, en ce point, avec le méridien, un contact 
d'ordre 3, ° 
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On aici 


yy’ est asymptote de la développée. 
Ona 
a(a— x?) 


arcCG=T—T—= A 
. TL” 


Troisième cas : K? >> 1. — Alors tr, = — est négatif. 

Le méridien est concave aux pôles. | 

L’équation de la développée est la même que dans le premier cas; 
mais la développée admet une asymptote qui est la normale au méri- 
dien, au point d’inflexion D déjà déterminé (vorr le paragraphe relatif 
à l’allure générale de la courbe méridienne). 

Considérons le point N, à tangente horizontale (fig. 7). Il cor- 
respond, d’après ce que nous avons déjà vu, à la valeur 


DE NEA Ki 
PN) eee SK 


Désignant par ty le rayon de courbure du méridien, en N, il vient, 


d’après (31), 


L I K?—1 
—=-—+4+3F a? 
TN Tp 23 K?2 | 
et, tenant compte de (21), 
| __ 2(K?—1) 
: TX Se a 
Done 
a oe 
% NE 2 2 
propriété très curieuse. 
On a, par suite, d’après (30), 
I I an 3 
eae) (ee nr TEE 
Remarquons encore que 
: To 2T ete 
DOC, Can - Te — (=, 


2 ee 2a 
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A l’aide de (8), on trouve que le coefficient angulaire de la tangente 
au méridien, au point d’inflexion D, est égal à 


a(K?—1)? 2 
ooo = FE 9 
V27K*—4(K2—1)8 ar k?r?— 4 


expression simple en fonction de + 


o Qui, rappelons-le, est négatif, 
dans le cas envisagé, 


Rectification de l'arc de méridien. — On à, d'après (8), le long du 
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-méridien, dans langle +0 y, 


Wee — (1— K?+ K?t) Ve. 
Vi t(1— K?+ Kz)?” 
d’où 
Vi+y?=— - 
a V1 — ta — K?+ K?t)? 
Mais | 
= 
Donc 
dt 
a 
tee 
Par suite, pour 4 > 0,ona 
a dé 


ds 


9 Vivr— 10 —K?+ KE 


et, en supposant d'abord Ko, 


Su GE 
2K Ve(1—t)[(¢ pyre] 


(34) Ci 


ou vu. et y sont des nombres réels, déjà employés pour l'intégration de 
l'équation du méridien et tels que 


K?— 9 


= pe? yoo: 
2K? K+ 


Posons 
(== sing: 

Il vient, pour un arc BM du quart BA du méridien, arc ayant son 
origine B au pôle et son autre extrémité, en un point M quelconque 
voir (fig. 7) 

arc BM = 


Ef d9 
: K? J, V(sin0—p} + 
Mais ; 

(sin?9 — p.)? + v?= [(1 — p) sin? 0 — pu cos? 0 |? + v? (sin?0 + cos?@)?; 
d’où 

6 
d(tang@ 
(35) arcBM f eee?) | 
"J VIUi—p) + v]tang 0 + 2(p?+ v?— p)tang?6 + pu? + v? 

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — Jun 1926. 21 
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Posons | ‘ 
Jere 8 | 
=) (bot r= tang = 
den | EL TET ang 2 Te aK? 85? 
p= I I + v—p ‘ 
2 2 fp ye pt? 


. I {as . . . . 
En élevant au carré le coefficient de — => on vérifie qu’il est inférieur 


ou égal à 1, en valeur absolue, quels que soient y et v. L’expression 
désignée par D? est donc bien toujours positive et inférieure ou égale 
HUE 
On trouve facilement que 
1 2+2K*—K* 


D?= —- — —____-: 
2 4Vi+ 2K? 


. En remplaçant, dans (35), tang0 en fonction de tang 2 ona 


arc BM LE — fs i . 
r LL Re TA QE A ahd 
2 K° VO + IG —p)+ v]/ 1 — D°sin°6 
et, tous calculs faits, 
a 
6 BM = ————— F(D, 8). 
(36) arc : aii ake ( 5) 


Par suite, 
a SH RE 
(37) tPA seen (0, £). 


Ces formules n’ont pas été établies pour le cas de K — 0, où la masse 
liquide est sphérique; mais, on remarque que les valeurs des membres 
de droite de (36) et de (37), où D devient nul, sont alors égales, res- 


pectivement, à a x Ê = a X 0, où 0 n’est autre que la colatitude du 


point M, etaa~x =; et ce sont bien les longueurs des arcs BM et BA 


de la circonférence de rayon a. Ces formules restent donc valables 
pour K =o. 

Elles sont d’un emploi très commode, pour toute valeur de K. 
- Tout arc de méridien, compté depuis le pôle, s'exprime donc à l'aide 


d’une intégrale de première espèce de Legendre et le quart du méri- : 
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2 4 se = a 4 CA | 4 rs 
dien, à l’aide d’une intégrale complète de première espèce de Legendre 


(intégrale dont l'amplitude est égale à 5): 


Aire de la surface de la masse liquide. — Nous allons calculer l'aire 
de la surface engendrée par la rotation d’un arc AM de quart de méri- 


dien, À étant sur l’équateur et M étant quelconque. Nous l’appellerons 
aire AM. 


ds étant l’élément d’arc de méridien, on a 


aire AM — dre ds= ar f x ds. 
MA MA 


Comme £ croît lorsqu'on décrit l'arc MA, on a, d’après la formule. 
précédant immédiatement (34), 


. a dt 
as = : 
aVtV1— t(1— K?+ K?1} 

Mais 

Feist 
Done 

T 
(38) aire AM= rat f Bites wee nee: 
1 Vi é(1— K?+ K??)? 


Procédant comme pour l’intégration du méridien, nous pourrons 
écrire, en supposant K ~o, 


1— ¢(1— K?+ K?¢)?= K*(1 — ¢) [(¢— p.)? + v7], 
où pet y ont la signification connue. Nous aurons 


ra? dt 


ag : ire AM = —— a en 
jus Ke a VO DIU} + %] 


Mais, d’après (12) et (13), 


‘iG dt ne K 4 do 
t (i—t)[(¢—p)?+ v7] + Viz 2K? fi Vt— sin’ 


où ¢ et c? ont la même signification que dans l'intégration de l’équa- 
tion du méridien. 
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Rappelons que 
ary pik 2 + K? 
= =+ 
2 4y1+2K? 
Donc 
. \ ra 
39. aire AM = F(c, o 
(39) Kirk (c, ®) 


Pour obtenir la demi-surface de la masse liquide, il faut prendre 
t =o, pour limite inférieure de l'intégrale figurant dans (38); par 
suite, il faut, dans (39), remplacer 9 par 9, tel que 


K 
ho L tan Se 
Sok 2 Vi+ 2K? 


toujours comme pour |’intégration de l’équation du méridien. 
L’aire de la surface totale de la masse liquide est done 


27 a? 


(41) K ‘i+ 2K? 


Efc; Do). 
C’est encore un résultat très simple et le calcul effectif de l’expres- 
sion (41) est très facile, à l’aide des tables de Legendre. 


Toutefois, pour K tendant vers zéro, AGE 


pour K petit, au lieu d'employer les tables de Legendre, on calcu- 


lera ee ou mieux, tout le coefficient de 27a*, à l’aide de son 


développement en série entiére en K. En posant tang © u,, l'ex- 
pression (41) peut s’écrire, en tenant compte de (40), | 


gra. F(c, Po). 


(41 bis) ites 
Vi+2kK? 2% 


En se reportant aux séries qui ont été données après (23), on voit 
que ; | 


2 
=1— 5 (1— 20!) trey 


et que 


Le) NES 
tend vers . Aussi, 
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De plus, d’après (40), 


1 
u =K(i1+2K) *‘=K (ik see) 


Le développement en série entière en K du coefficient de 4ra?, 
dans (41 bis), est bien facile à effectuer. Si, dans ce développement, 
on n'inscrit pas les termes en K* et de degré supérieur, on trouve, pour 
l’aire cherchée, la valeur suivante : 


Si le volume de la masse liquide est donné et égal à > TR°, nous 


avons trouvé, en (24), pour K petit et en négligeant, devant l'unité, des 
quantités d’ordre égal ou supérieur à 4, par rapport à K, que 


a=R(1+ zh): 


Portant cette valeur de a, dans l’expression ci-dessus et, tenant 
compte de la remarque précédant immédiatement (24), on trouve 
qu'aux quantités petites du quatrième ordre en K près, l’aire de la 

surface entière est égale à 


(42) | -4r?, 


c'est-à-dire égale à celle de la sphère de rayon R. 


_ Lignes géodésiques de la surface. — Soit N un point quelconque 
d’une géodésique de la surface et soit x la distance de ce point à l'axe 


de révolution. : ; 
Désignons par « l’angle de cette géodésique, avec i méridien pas- 


par N. © ; 


Ss ’écrire 
x sina =const. 


ut Les géodésiques passant par un pôle sont gee méridiens et passent 
aussi par l’autre pôle. 


L’équation des lignes géodésiques d° une tire de révolution peut 


sé ave | 
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Toute géodésique ne passant pas par les pôles a pour equation 


(43) T'SN =) 


Fig. 8. 


a, étant la distance à l’axe de révolution, du point C où la géodésique 
considérée coupe orthogonalement le méridien BCA qui passe en cé 
point C. 

Soient : 


NQ, un élément d’are de parallèle; 

PQ = ds, un élément d’are de méridien; 

NP = dS, l’élément d’are de géodésique; 

b, la longitude du point N, comptée à partir de A et positivement 
dans le sens AA’; 

b,, la longitude du point D où la géodésique coupe l’équateur. 


On a, dans le triangle rectangle infiniment petit PQN, 


(44) æ|dh|=sinæas, 
(45) ds = cosa dS. 


ETUDE D'UNE MASSE LIQUIDE DE REVOLUTION. 167 


De (43), on tir 


. Xo 
sind — —y» 
a 


puis, « désignant celui des deux angles, en N, qui est aigu, 


COS ae aa 5 
d’où 
(46) are oS 
Ver 


Multipliant par x les deux membres de (44) et, tenant compte de (43) 
et de (46), il vient 


(47) |dy| = 


Lo ds 


ayn? Ge 


Mais, en étudiant l’arc de méridien, nous avons trouvé en (34) que 


as = > [at] 
2K? Vea — ¢) [(—p}+v] 


où l’on a | 
(2), a Ne pet v= ns 
a 2K? . K‘ 

Nous savons qu’une géodésique peut étre décrite par un point, 
mobile sur la surface et sollicité par aucune force. L’équation du 
moment de la quantité de mouvement, par rapport à l’axe OB, montre 
que si le mobile est lancé, en C, dans Je sens des Ÿ croissants, on aura 
toujours dl) > o. L’équation (43) est une autre forme de cette équa- 
tion. La vitesse » du mobile reste constante, d’après le théorème des 
forces vives. Sa composante suivant le méridien, dont la valeur absolue 


oa? — x? " à ss 
est » cosa = ——-——*, ne peut s’annuler que sur les paralléles limites 
de la géodésique pour x = x, ; et, comme au départ de C, d’après (43), 
4 2 à ; 
le mobile ne peut que s’éloigner de l'axe, ¢ = — croitra continuelle- 


ment jusqu’à ce que le mobile atteigne l’équateur. Le long de l'arc CD 
de géodésique, on a donc constamment 


VE dy > 0. 
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ax? 
Donc, le long de l’arc CD, en posant ¢, = a ona 


oe oo te dt : 
~ aK? (ree) tp) 
a Wt See oo Bo ee 
SAT CPC TETE ee 


tN ete fe ae a eee 
seCN=S= ai [ VER ENTRE vd: 


RES ae ; 
ve med, iV(it—b)G—O[t— py +] 


Nous allons calculer S en termes finis. 


Posons 
RTE oes 
—— =.sin’é. 
I— ty 

Il vient 


a e 
arc CN=S= nl 


Posons 


Nous avons 


NA 


S= ne [{ Re ES gn D 
D od het oh V (sin? — pa, )?+ v? 


Posons encore 


NE et 0 
IAS = VE tang a 
Le 


Bi + Vi — pu 


ree Le ts Pisa so Meal | Nees Up Sa 
2 Veit EVO ye vi 


— 


ole 


En élevant au carré le coefficient de — =) on vérifie qu’il est tou- 


jours inférieur ou égal à 1, en valeur absolue, quels que soient uv, 


et v,; la quantité appelée C* est donc bien toujours positive et infé- 
rieure ou égale à 1. 


A 
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Poe OM anrive ans as? SR SSR ah ties tet eee 

dre of a ee 

BK th) VBE 7) [pst v3] Jo 1 — CG? sin? 
tr, oie Ce 


T4 
~ =” À 


Nr bp L Le | 
' o ) ‘ 


a Vea V0 ne 


he 5 Fp 7 se = 


a ————— HC, 1). 
VO K?t))?—K*t, Vi+ 2K? 


eee 


ci GER} : at = 
IC Ca 1, ae 2 5 ; L J É ” Cas À 
/ De art tang de : 2 


on retrouve lé développement — 


wed “4 LES . ney 


ir du point C, s’exprime done — 
cede. Legendre, 82 | 
nous bornerons à indiquer, | 


exprimable à l’aide d’inté- 


i x te | ; ss | | 
AB de méridien. 2 
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nous avons trouvé la formule (9) 


dies Ga ere Ade 
4 2 /1=— t(1 — K? + K?2¢)? 


1 r 9 
‘ : (1— K?+ K°1)t dt 
e AOB= wa f = D 
aa 2K? jf Vt(1—t)[(t— pyr v7] 


dot 


Cette intégrale est exprimable à l'aide des intégrales F et E de 
Legendre. Mais, pour ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous 
bornerons ici à indiquer le résultat que nous avons obtenu 


LE CRIS Re + V1+2K T 
(50) sve AOR =f [reaxte (0, £) Ce (p,5)| 


2/1 + 2K? 2 

ou 1 
ee i sd es some 

2 Avi+ aK? 


Pour. K=06;D=0, E(D, =) =F(D, =) == et le membre de 


droite de (50) prend la forme indéterminée =. Aussi, l'emploi de la 
formule (50) cesse d’être commode, pour K petit; on recourt alors au 
développement en série entière en K, de l’expression entre crochets, 
en s’aidant des formules classiques suivantes : 


: Ue CRUE Ri yted ie Maks À Eanes SD‘ — iY 
B(D, ee Di 33D! SDI...) 
= ae 3 RE dae Oa ek eee 

(», a) =e (i+ aD + TD Sarg Dt). 


On y remplace D* par son développement en série entière en K. 
Ce calcul ne présente aucüne difficulté. On trouve 


aire AOB = TE (1 — Kr 8k:...). 


Dans le cas de K' négligeable devant l'unité, nous savons que la 
section méridienne est une ellipse dont les demi-axes sont a et 


2 
a(1—K’); l'aire du quart de cette ellipse est zy (1 — K?), résultat 


en accord avec la formule précédente, limitée au terme en K?. 


"A 
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Moment ai inerlie de la masse liquide par rapport a l’axe de révolu- 
tion. — Le moment d'inertie, par rapport à l’axe de révolution, d’un 


_ cylindre élémentaire ayant pour base le cercle de rayon x et une hau- 
_teur ap. est égal a 


ow à est la densité du a 
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Nous avons 
aW(t)+ AMOR 


d ——— 
lev" l= NET 


On vérifiera facilement que 
a(t) + W(t) = 2 — 341 — K*) (1 —K?+ K24) — 5€ K2(1 — K°+ K?2). 


Donc 
d wos I 
TE y pe SS SS ee 0 M en dE 
Lev (2)] VE) 2 VE) 2 VE (2) 
Intégrons entre o et 1 et remarquons que W(1) = o; nous avons 


ee 


ARS ote 
o VW(E) : 0 VP (te) 
red (1 — K?+ Kt) dt 

3% VE (¢) 


Or, si l’on appelle : 


Q, l’aire de la surface entière de la masse liquide; 
V, son volume qui est donné; 


on a, d’après (38), 


"dt 
Q=anat f ——) 
; o VE(t) 


't(1 —K? + Kt) de 
V=rai a a 
ra f an 


et, d’après (18), 


tenant compte aussi de (br), il vient 


Sh i 8 Ua BI) VHS Kia RS 
ona? 2 ma a nao °? 


d’où, en supposant 4? + o, 


(52) i [eo]. 


10k? a 


Nous avons déjà calculé Q, à l’aide d’une intégrale de première espèce 
de Legendre et V est donné. Nous avons done J. 
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L'expression (52) de J est susceptible d’une autre forme. Rappe- 


_lons que : 
K?= 24, 
_ dw? 
EIA 
1 — K? 1 
d'où ut 
où 
(53) jee (2—=). 
Bia)” To 
SiK = 1, 5 = +0 et J =i. 


La densité du liquide ne figure pas explicitement dans (53), mais Q 
et 7, en dépendent. | 

Les formules (52) et (53) ne peuvent plus être employées quand w 
est très petit. On voit, en effet, que pour K tendant vers o, ce qui a 
lieu pour w tendant vers o, les membres de droite de ces deux for- 


mules tendent à prendre la forme indéterminée = car, pour la sphere 
de volume V = : HA On ade TR et 7, == a= RK: 


Mais, nous savons que pour K petit, et par suite, pour w petit, si K*- 
et w* sont négligeables devant 1, la masse a la forme d’un ellipsoide 


_ de révolution, de volume : rR° donné et dont le rayon équatorial 
2R3 
a=R(i+ — iG 


on a alors, d’après une formule connue relative aux ellipsoides, 


2 
| J= Ar Rs =; 
d’où 
D +, 2k? R3 
(54) | Jz SoR'3(1+ 3 }» 


en négligeant, devant 1, le terme en #'R°, qui est de l’ordre de K£: 


Force vive de la masse liquide. — Si m et » sont la masse et la vitesse 
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d'une particule quelconque, la force vive de la masse liquide est 


Zn Juve 


d'où, d'après (53), 
(55) Smo= SE (¢ —=). 


Pour K=1,7,—=+ «et 
4f2. 


5 


sme 


Variation, en fonction de w ou de l'une d'entre elles, des diverses quan- 
tités relatives à une masse liquide donnée Q, J, Emv*, etc. — Il s’agit des 
valeurs de ces quantités pour les états permanents correspondant à 
différentes valeurs de w. 

Nous avons déjà parlé de la variation de a, b, x,, en fonction de w. 

Il est bien facile de voir qu’à l’aide de la courbe de la figure 4 et des 
formules données, on peut construire les courbes de variation, en 
fonction de w, de toutes les quantités que nous avons considérées; et 
par suite, les courbes de variation de ces quantités, en fonction de 
l’une d’entre elles. 
= Comme pour l'étude de la variation de a, b, 7, en fonction de w, 
nous supposerons les unités de longueur, de masse et de temps choi- 
sies de manière que, pour la masse liquide donnée, 

Hs dt f= > 
8 
do? AC P 
AIG BF et w? sont exprimés par le même nombre. 


Nous nous bornerons à donner à titre d'exemples les deux courbes 
suivantes : 


1° Courbe de variation de Q, en fonction de a. — Reportons-nous 
au tableau des résultats numériques donnés lorsque nous avons parlé 
de la variation de. a, b, x, en fonction de w, pour une masse donnée. 
Avec ces résultats et à l’aide de la formule (41), nous avons tracé la : 
courbe de la figure 10 : 
D'après les résultats numériques du tableau sus-indiqué, lorsque 
41,07, nous avons b = 0, et il n’y a pas de figure réelle d'équilibre 


LA 9 ‘ 
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J 


non annulaire, ayant un rayon équatorial supérieur à 1,67. C’est 
pourquoi la courbe précédente est tracée en pointillé, au ae; de 
Vordonnée d’abscisse 1,67. Le long de cette partie pointillée, Q et a 


Fig. ro 


: sont relatifs à des surfaces de révolution dont le méridien satisfait 


toujours à (15), avec K? déterminé par (17) et (19), mais dont le 
méridien se recoupe en deux points doubles, après avoir eu ses pôles 
confondus pour a =1,67; cette partie pointillée ne correspond done 
à rien de réel et n "est donnée que dans l’intérèt du tracé de la partie 
utile, figurée en trait plein continu. 

ha voit que Q croît continuellement avec a. 

La tangente à la courbe, au point d’abscisse 1, qui correspond 
à w — 0, est l'horizontale, car de (24) et (42), on déduit que, si w 
passe de o à une valeur infiniment petite du premier ordre, Q ne varie 
que d’une quantité d’ordre égal ou supérieur à 4, alors que a varie 
d’une quantité du deuxième ordre. 


2° Courbe de variation de J, en fonction de Q. 
Même remarque que pour la courbe précédente, en ce qui concerne 


la partie pointillée, pour laquelle J ne correspond plus à rien de réel, 


mais continue a étre défini par (51). 
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La tangente au point de départ, qui correspond à w =o, est verti- 
cale, parce que, d’après (42) et (54), si w passe de zéro à une valeur 
infiniment petite du premier ordre, J varie d’une quantité du deuxième 
ordre, tandis que Q varie d’une quantité d'ordre égal ou supérieur à 4. 


Sie 


0,267 - 


a 
LUC2ES 5 250 262205 34 3,84 em 


Fig. 15, 


Cette courbe présente un point d’inflexion I, correspondant a la 
vitesse limite w,. 
On peut montrer, en effet, que le coefficient angulaire de la tangente 


d LA p 
a cette courbe, ee est égal à 


w° ? 


où il faut prendre f= oe avec le système d'unités choisi pour le tracé 


des courbes des figures 5, 10 et 11. 
Mais cette question se rattache à celle de la stabilité de l’équilibre 
et nous ne nous étendrons pas davantage, ici, sur ce point. 


SOLUTION DU PROBLÈME DE RIEMANN 


POUR 


LES SYSTÈMES DIFFERENTIELS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE 


Par M. RENÉ GARNIER 


INTRODUCTION. 


1. Le 6 novembre 1856, Riemann présentait à la Société royale de 
Goettingen son Mémoire, classique aujourd'hui, sur les fonctions 
représentables par la série hypergéométrique; si l’objet en est 
quelque peu spécial, on doit observer que dès cette époque il 


s'était posé le problème dans toute sa généralité. Une de ses 


Notes (‘), datée du 20 février 1857, et publiée seulement dans ses 


_ OEuvres, est consacrée à la question suivante : définir analytiquement 


tous les systèmes de n fonctions y,, ..., y,, holomorphes sur la sphère 


sauf aux points critiques x =a, ..., g; en ces points elles ne peuvent 


étre « infinies d’ordre infini » et leurs branches y subissent des sub- 


- stitutions linéaires données. Riemann ramène le problème à la con- 


struction d’un seul système de fonctions, c’est-à-dire à la formation 
d’une équation différentielle qui doit être vérifiée par ce système: 
mais, sur ce dernier point, ses résultats se bornent à une énumération 
de constantes. Et pourtant Riemann avait entrevu l'intérêt qui s’at- 
tache à l’étude des y,, considérées comme fonctions de la variable x 
et des points singuliers a, .. Bret il s'était demandé par exemple 
s’il est toujours possible « die Functionen mit a so zu ändern, dass 
sämtliche Substitutionen constant bleiben ». C'était là tout un pro- 


gramme de recherches. 


{a Werke, erste Kita ee, Leipzig, 1876, px 307s 


Ann. Ee, Norm., (3), XL. — Jum 1926. 23 
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Cependant, malgré son intérêt intrinsèque, malgré - 
de ses applications à l’Analyse et à la Géométrie, la 
devait être reprise que . bien plus tard : à partir de 1898, 
singer (') consacre toute une suite de travaux ae la 
d’une équation ou d’un système différentiel linéai il 

7 soupe de monodromie donne % c'est ce me "il 


RETIRE d’ RTS un RS « ie » Fr 
n ‘ont ane des poles du preminy at CRE 16, d'a nue 


eons éntibres doe weuidite en inane à PRE sh 
cherche ? à étayer la démonstration a un théorè ème ( 
version er ce se de fonctions sue et ¢ ë 


Men ici les sabre que. ART es nie oa 
singer; retenons seulement qu'à la : même ‘époque Ca i 
; résultat des Bln. Ur 6h on | laisse fixe le ¢ 


5 eee doxisténee relatif a au acres dé an 

-inferait que les seules singularites mobiles. des 

réduisent à des pôles. HOTELS ÿ . 
Or, ala méme époque, M. D. ‘Hilbert ce ) Peate is ie don = dep.) 

équations intégrales à la solution du problème de Riemann pour les 
LACS RER 

bé du second ete son ret fut nr et Bay se 


| (4) Do: bar Fr “SU, us 126, 1898, Pe 723; pre für reine 
te 123, 1901, p. 138. (iinttodwation; en tête de ce Mémoir di 
tions sur les travaux de Riemann et.de Fuchs.) - — On trouvera d’au utres 
bibliographiques sur les travaux de M. Schlesinger dans ses  Vorlesungen 
lineare Differentialgleichungen, Leipzig et Berlin, 1908, LUE LA ih SE AEN bi oat 
(*) En 1905, Journ. für r. und angew. Math., t. 199, p. 292 Pr is 
(*) Voir plus loin ce système au n° 8, p. 188. hie! systéme est désigné pat EN) 
(*) Leçons orales du semestre d’hiver 1901-1902 à l'Université de Goutingen; 
Grundziige einer allgemeinen Theorie der eh Differentials eich ngen, en 
eo , Leipzig et Berlin, 1910, pis < 
(5) Monatshefte für Math. und PRE su 19, + 1908, P. 211. 


Las" += 
. 1 UT or 
LU L 
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simplifiée de la manière la plus brillante par M. G. D. Birkhoff ('). 


La méthode ks ) est particulièrement adaptée au calcul pratique de la 


solution; mais, à un autre point de vue, on doit remarquer que les 
fonctions non analytiques qui interviennent au début des approxima- 
tions n’ont avec le problème lui-même que des relations lointaines. 


. La méthode par laquelle je résous le problème de Riemann est. 
entièrement distincte des précédentes ; d’ailleurs, quoique le Mémoire | 


actuel se limite aux systèmes linéaires du second ordre, la méthode 
s'applique aux systèmes d’ordre quelconque; elle repose essentiellement 


sur l'étude des solutions du systéme (*) (A) de M. Schlesinger autour de 


leurs singularités essentielles ; cette dernière étude constitue donc avec 


la solution du problème de Riemann l’objet propre du Mémoire. 


Précisons d’ailleurs immédiatement les conditions que doit remplir 
l’étude de ces singularités : pour attaquer le problème par cette 


vole, i ne suffir au pas de connaitre des développements représentant 


certaines tntégrales; tl faut encore avoir la certitude que route intégrale 
peut étre représentée par les développements obtenus. 
J'indiquerai brièvement les résultats principaux et la ee 


_ générale du Mémoire. 


= extérieurement à une courbe fermée continue ét liées sur cette courbe par des rela= : 
tions linéaires données, à coefficients susceptibles de discontinuités. 


x 


2. La première Partie est consacrée à la formation d’un système 
dont je substitue l'étude à celle du système différentiel (A) de 


M. Soe Quelques précisions sont ici nécessaires. Soient 


pean le fn+1 (= 0), tn+2 (= 1); tu (=o) 


les points singuliers du système linéaire 5: le groupe de mono- 


dromie G étant actuellement du second ordre, le système (A) est 


d'ordre 4n + 8; il admet d’ailleurs 27 + 7 intégrales premières algé- 
“briques (1) et un groupe continu oo! de transformations; on prévoit 
_ donc que son ordre pourra être abaissé à 2n. Mais, Paria les inté- 
grales (I), 2+ ie sont du type ES atique : a priori, i n'est donc nul- 


ay, panes of ae tue ae , t. 49, 1913- 1914, Boston, 1914, p- dar. 


(2) Cette méthode ramène le problème à un autre dont l’origine remonte aussi à 
Riemann : construire deux matrices de fonctions définies l’une intérieurement, l’autre 


(3) Ou plutôt d’un système analogue (Gn) ; of. n° 2, p. 180. 


de 


de pet 


AN PIE EURE 


NL Ar 
ae 
be 


à 


scene 
Oe Ta ae males 
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SE 
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lement évident que la formation effective d' un De résolvant (AD 

a ordre 2n soit pratiquement possible. 

Or, au lieu du système linéaire 8, envisageons tons équiva- 

lente du second ordre, E;,; elle possédera . n+3 points singuliers — 
effectifs, et, en outre, 7 points apparemment singuliers, Xie is Re RS 
à pour que son groupe soit indépendant des 4;, il faut que A,, -. Ne - me 28 


envisagés comme fonctions des ¢; satisfassent à un systéme différentiel = 
d'ordre 2n seulement : c’est le système (fus F,) que j'ai formé dans & Sea i 
ma Thèse (') par une voie qui d’ ailleurs est complètement indépen- — ee BP 
dante de celle que M. Schlesinger a suivie pour former le système (A). eee 
Toutefois, l’étude directe de (far Fa) aurait présenté actuellement = ia 
de graves difficultés : comme je l’ai montré, ce ne sont pas les h; maïs a ae 
leurs combinaisons symétriques qui ont leurs points critiques fimes: an 
l'étude locale d’une singularité fixe aurait donc été compliquée par. 70S 
Vaccumulation des points critiques qui permutent entre eux les Ais Othe sever 2 
d'autre part les fonctions symétriques élémentaires des A; ne paraissent foe: 
satisfaire à aucun système différentiel simple. J'ai pourtant réussi à ee 
montrer que = combinaisons RS. | ey gs es : Pe - 
| Bae) n+2 A4 1 À 4 
ME GS ma von [Te à); oe fT eo ker, ey RO], $ 
: ee feos ae » =! l a - a 
combinaisons liées par les Rat pus usage constant dans « ce 
aati De Meh: 7 
n+2 n + oo. x eee tae 
Dre, dense * 
Ke re Ree ; 


| satisfont au systéme très simple que voici G ae 


Nr AS PL Obie ONE ra 03; Oz | : 5 
: G, = ‘s ped heed -- rE: 
( 2)’ où tx — rat * 3; Ot; Ot th. ve 


n+2 


: z om ee 2 0% Dit et Z 2 ee 
AT de | A Te rer du" 2 AA x uk). 


Hz : HR OR UE 


234 


ot; ] 


ee Ne = | da | ai dist) RC % i ae LA 
Nie | 28K (CR — ti) ey ity ie ¢ à: 


(! ere Se. Ee. Nara: Sup, 3e série, 't, 29. 1912, p. 73- 86. 
(?) Les constantes d;, D figurent’ déja dans l'équation linéaire (En). 
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At 


‘ Oz; : Os 
(En) Ea(ti— bk) a + Bite = th) TE 4 Bi ( Lp: 
ee NU > 


Os 
ti) Oty, ich 


_On verra que ce système peut être obtenu soit à partir du système (A), 
soit à partir de (f,. F,); du même ordre différentiel que le second, il 
participe à la simplicité de forme du premier; il relie, de la manière 
la plus naturelle, les deux systèmes l’un à l’autre et il peut être pris 
pour la résolvante (A’) de (A). Ses intégrales 3, auront leurs points 
critiques fixes; ce sont ces fonctions dod j analyse les singularités | 
dans ce Mémoire. 

Cette étude, je l’avais déjà entreprise dans un cas particulier : pour 
l'équation (VI) de M. Painlevé (*}, qui n’est autre que (F,); mais Le 
procédé qui m'a permis d'étudier (g,, G,) est entièrement nouveau : afin 
de bien marquer cette différence, j’ai pris pour règle générale de ren- 
voyer au Mémoire précédent pour toute démonstration procédant 
directement d’une démonstration analogue de ce dernier Mémoire. 


3. Résumons rapidement les résultats obtenus dans l'étude des 
singularités essentielles (qui sont toutes de même nature). Faisons 


tendre 4; vers o, les autres points singuliers restant pres et considérons 


la Naan 

(R) — +nsargT< =F ee — nombre positif arbitrairement petit) 
du plan T = Log(t; : 2°). On peut former par approximations succes- 
sives des développements qui représentent les z; lé long des rayons A 
issus de l’origine O et appartenant à la région (R). Comme pour VI, 
ces développements sont de deux espèces; pour.ceux de première 
espèce, il existe un nombre réel w(oSm <1), variable avec A, tel que 
quand T décrit A, |z;|'"°| 2;| reste borné inférieurement; pour ceux 
de deuxième espèce, |4, [sil est borné supérieurement. Mais des 
approximations actuelles n'ont aucun rapport avec celles de V1: pour la 
première espèce, la variable indépendante participe aux approæima- 


tions ; elle est développée en io d’un paramètre auxiliaire; ce 


D] 


() Anh. Sc. Ee: Norm. Some 3° série,-t. 94, chee p. 239-353. Désormais, ce 
Mémoire sera désigné par la notation an : | 


EG2 in Re << LL LEA RENÉ GARNIER. LAON ee ‘ 
même paramètre sert aussi à l'étude des cas. excep nnel qu 
pue ARE sei ns VI. Bout lac co s caractéristiq 


qui n'existent que en ao ie deg ds es 


EX 


Pe ee et de te Sip ener est ee 


e pr duisen 


que pour : —— té 
_ mière espèce; CAE y a, au Mod sé 
| Mure de deuxième espèce. 


+! 


Fe a hone perk de convergence 
. de oi (DNs laisse euro =e oe + 


Stour rutin i mais, sles 
ass Vue 


bles see qu Palle aif é 


< 


qu elle est vraie encore pour ie LEE oe 


AS cet effet, considérons une intégrale [:] 
Le a Le des conditions initiales 
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- faisons tendre t, vers 1; (G,) tendra vers un système (G,_, ) (conte- 


nant une constante arbitraire et suivi d’une quadrature). La proposi-: 


tion étant admise pour (G,_,), un théorème classique de H. Poincaré 
montre que pour |Z, — 1| assez petit, les fonctions auxiliaires tendent 
vers des limites aie t; tend vers 0; reste à établir que le Sait subsiste 
lorsque t, tend vers 1°. Mais admettons que sur le chemin suivi par z, il 
y ait un point d’ arrêt t,; les limites de nos fonctions auxiliaires consi- 
dérées comme fonctions de ¢, satisfont à un système (G,_,) et à une 
équation de Riccati; 4, tendant vers t’,, ces limites sont méromorphes ; 
on montre d’ailleurs qu’elles ne peuvent avoir de pôles; dès lors, elles 
restent bornées quand £#, tend vers ¢, et le raisonnement s’achéve 
aisément. 


5. Ce point fondamental établi, on peut étudier en toute sécurité 
l’allure de l'intégrale générale dans la région (R): c’est l’objet de la 
quatrième Partie. (R) peut être divisée en secteurs, et cela, de deux 
manières différentes ; les secteurs (S’), (S”) des deux décompositions 
empiètent mutuellement, les médianes des uns servant de frontières 
aux autres. L'intérieur (‘) d’un secteur (S’) [(S”)] de première 
(deuxième) espèce constitue la région de convergence d’une famille de 


caractéristiques de même nom; à l'intérieur de (S") les 3,(4 Av, n +1) 


tendent, pour T = >, vers une même limite bien déterminée ; parallèle- 
ment à la frontière commune de deux secteurs les z, sont indéterminés ; 
l'équation 3, = C possède deux suites infinies de racines, qui tendent à 
se succéder périodiquement dans la direction de cette frontière com- 
mune ; il n'y a d'exception que si C coincide avec l’une des deux valeurs 
asymptotiques limitrophes. Ainsi le domaine d’indétermination de z, au 
point ¢,=o comprend tout le plan; conformément a la terminologie 
introduite par M. Painlevé, il est done préférable de qualifier cette 
singularite d’essentielle (7). A l’intérieur de (S”), 3; est asymptote à 
une expression de la forme a; + B4"+ y, l’exposant s augmentant de 
deux unités lorsqu’on passe d’un secteur au contigu; les fonctions auxi- 


liaires Re S, U;,. V, jouissent de propriétés louis à celles de z,, et 


2: (C2) Giegr-a-divel’ ensemble des rayons de (S’) ou (S") faisant avec les frontières des 
etes supérieurs à un nombre positif arbitrairement petit n. 
ae ) Au lieu de transcendante, terme employé pour VI. 


tique (constante dans le secteur), et les Aj 
comme 3;. Parallèlement aux frontières du secteur, les Aÿ, et les ¢; Ai 
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chaque fois, on n peut vérifier sur ces fonetions les théorèmes. établis 

par M. Montel et d’autres auteurs. j 
Ces résultats doivent être modifiés dans les cas exceptionnels, ou, 

encore, lorsque l’exposant s a une valeur réelle, So (05 < 1): Le 


tend vers une valeur réelle, (R) finit par ne plus constituer qu'un seul 


secteur (de première ou de deuxième espèce); à l’intérieur de (R) les 


fonctions 34, z;, .. admettent toutes des valeurs asymptotiques, finies 
ou non: les zones d'indétermination sont sorties de (R ); au lieu d’une 


singularité essentielle, on n’a plus qu’une singularité transcendante 
(ou algébrique, si s est rationnel et o). Une dégénérescence 


analogue se rencontre, au moins partiellement, dans les cas mate 


tionnels. 


, 


La théorie ee m'a permis de caractériser, de la manière la 


plus simple, (allure des intégrales A, du système (A) de M. Schle- 


singer : le long de tout rayon ne a sens strict) a un secteur de 


deuxième espèce, les Aj, (kt, n +1) admettent une valeur asympto- 


ivr Ags deviennent infinis 


t;Aj,' sont indéterminés, les équations A, = C, par exemple, admettant 


une double série de racines (sauf si fe est l’une des deux valeurs 
asymptotiques adjacentes). 

: Lorsque les paramètres d,, D(A=1,...,2+ By qui ARR (G, y 
satisfont à une certaine relation, (G,) admet comme solutions partieu- 


pv? x 


lières des quotients de fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur; — 


l'étude directe du point singulier est alors facile et concorde pleine- 
_ment avec les résultats précédents (cas exceptionnels)(‘). 


(1) Le cas de n =1 comporte en outre une vérification remarquable : dans son 
Mémoire couronné sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes 


(Journ. de Math. pures et appl., 4° série, t. 5, 1889, p. 298- 300). M. Emile Picard a __ 


formé une équation (soit Vis) qui est un cas particulier de VI; on l'obtiendrait 
actuellement en faisant n=1, dj, =o0=d,=d,;=D. L'intégrale de VI, est de la 
forme @(Astwi + Asus; ¢), où 9(u, t) est une fonction elliptique de w, admettant w, 
et We pour périodes, et ¢ pour module. La décomposition de (R) en secteurs se rat- 


tache alors à la décomposition du plan w en bandes de parallélogrammes de périodes. — 


Peut-on intégrer par un procédé analogue le système (Gr)(n >1) lorsqu'on a 
» dn+2, D? La question Le gies il serait | 


annulé toutes les canstantes dy, .. 
intéressant de pouvoir y PRES affirmativement, 
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Grâce au résultat fondamental de la troisième Partie, les proposi- 
tions obtenues sur la singularité ¢;= o acquièrent une grande impor- 


tance : elles s'appliquent à toutes les intégrales d'une classe de systèmes 


différentiels (G,,), d'ordre arbitrairement élevé, et dont le degré de géné- 
ralité est le méme que celui des équations linéaires du second or dre: a 
coefficients rationnels et à singularités régulières ; les intégrales de'ces 
systèmes sont méromorphes partout, sauf en certaines singularités 
dont le mécanisme est désormais connu. Il est remarquable que 
l'élévation de l’ordre de (G,) ne complique aucunement ce mécanisme : 


-dans leur ensemble, les résultats établis pour VI [décomposition 


de (R) en secteurs, valeurs asymptotiques à l’intérieur des secteurs, 
quasi-périodicité et indétermination complète parallèlement aux fron- 


tiéres| subsistent pour (G,) (‘). Ajoutons enfin que les systèmes (G,,) 


constituent le premier exemple connu d’une classe de systèmes, d'ordre 
non limité, dont les intégrales sont wréductibles aux fonctions élémen- 
taires et dont l "etude des singularités est eamipiaement achevée. 


6. fo dernière Partie de ce Mot est consacrée à la résolution 
proprement dite du probleme de Riemann; la méthode de récurrence, 


dont on a reconnu plus haut l’efficacité, va Jouer une fois de plus un 
rôle prépondérant(®). Supposons qu'il s'agisse de former une équation — 


linéaire du second ordre (E,), de singularités régulières æ —4,, ..., 
tp» 0, 1, 20, admettent un groupe de monodromie donné, G, : ce groupe 
dépendra de 3n + 3 paramètres. Supprimons de G, la substitution S, 
relative au point x —1;; nous obtiendrons un groupe G,_,, et G, pourra 


être défini par les 3n paramètres de 6,.,, par l’invariant J de S; — qui 


détermine à un entier près l’un des coefficients de (E,) — et par les 


invariants. J,, J, des ‘substitutions SiSyirs SSn42 Correspondant aux — 


lacets enyeloppant les points (4;, 0) et (4;, 1). Ceci posé, le problème de 


Riemann pour G, revient à choisir la solution [z] d’un certain sys- 


(1) Par là, les systèmes tea) se rapprochent des systèmes linéaires réguliers (ou 
irréguliers) dont les singularités présentent aussi le même type, quel que soit l’ordre 


différentiel. 
. (2) Il me paraît hors de doute que la méthode de récurrence s’imposera dans 


Ph aie: problèmes : par exemple, pour étudier Virréductibilité du systéme (Sms Gn) 
au sens de M. J. Drach. , | 
Ann. Éc. Norm., (3), XLII — Juin 1926. 4 ; 24 
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parmi “ie danbég qui te ue ces une Pre ET 
de [3] par approximations successives ; la seule donnée qui n résu sulte ne 
pas des considérations précédentes se réduit à la valeur ASE 
Frat en un point ¢? voisin de t;= 0. En définitiv ; 


de manière ae here ed de la Mages 


Saki 


une limite eine a ean 7 Fe vers I eae un chi 
Pour trouver =), , je 1 montre d’abord, en m’ ‘appuyan su 
de la Res Bari ae ene eee iner 3), 


based: ee ae est he. fe Dr maières 
fait que pour une intégrale détermin e[s] I 
une double série de racines, et ceci s'accorde de 
remarquable avec l'existence de deux ROUES, 
_ invariants 5, do, J et ceux de §, Gas ee ee Pate 


> 
raed 
LA 


ie A lee que eu ne saurait di ae | 
Le 1 ares | DS € a TT 


G) (Ga) peut ame écrit pieces aie que. x Sea PT 3e > Bic 
(?) L'existence de ces limites est assurée d’après la troisième Partie et Von pe 
reconnaître une fois de plus importance de cette partie dans Er pee 
_ (9) La méthode de récurrence ne serait plus app RER à un groupe G 


_ précisément le problème traité par are 7 À RENE es 
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simplifie donc, au point de vue pratique, la solution précédente. - 

Signalons encore une conséquence de la méthode. Considérons deux 
équations (E,,,) admettant le même groupe de monodromie mais dif- 
férant l’une de l’autre par les racines 7’, r” de l’équation déterminante 
relative au point «=o. On peut les considérer comme provenant 
d'une même équation (E,), possédant un pointsingulier de plus, x = 4, 


par deux passages à la limite différents; pour l’une et l’autre de ces 
équations ¢; tendra vers o suivant des chemins distincts (spirales loga- 


rithmiques, transformées de deux rayons de (R) : la décomposition 
de (R )en secteurs est liée ainsi à l'existence d’une in finité d'équations (E,) 
admettant le même groupe; et l'indétermination de 7’, r” (définies à un 
entier près) se rattache al’indétermination des signalée plus haut (n°5). 

Ajoutons enfin que la méthode actuelle résout le problème de 
Riemann (au sens généralisé) pour les équations irrégulières; j'ai 
montré (') en effet que ce problème n’est qu’un cas-limite du problème 


actuel (?). 


7. Notations. — Signalons dès maintenant la signification des nota- 
tions suivantes qui seront d’un usage constant : une lettre placée en 
exposant après le signe 2 représente une valeur interdite à l'indice de 
sommation. Pour abréger plus encore l'écriture, on a introduit les 
symboles 2’, X”, Z"; ils désignent des sommes où l'indice de somma- 
tion varie der à m+ 2 et ne peut prendre soit la valeur 7, soit les 
valeurs £ etn + 1, soit enfin les valeurs £, nr +1 et n + 2. 


\ 


PREMIERE PARTIE. 
FORMATION DU SYSTEME (Bur Gor. 


8. Les systèmes (Ap) et (fs F,). — Considérons un système diffé- 
rentiel linéaire XZ, d'ordre m, à coefficients rationnels et dont tous les 
points singuliers 2 =¢,, ..-,tn+3 sont réguliers au sens de L. Fuchs; 
en — = - Pe = - . > ? 

(:) Journ. de Math., 8e série, t. 2, 1919, p. rgr. Ce dernier problème avait été traité 
différemment par M. G.-D. Birkhoff (doe. cit., p. 551). | 

(2) Les résultats du Mémoire actuel ont été résumés en partie dans trois Notes 

C. R. Ac. Se. t, 178, 1924, p. 1674; t. 179, 1924, p. 1026; t. 181, 1925, p. 1046. 

des Her? P | 


tème 8 déduit de È par une transformation linéaire (G) à à coefficients | 


Fais ES | RUE ES A Rep + | 
(8) Eee ds _S ee eae ; + 


préalable ee: effectuée sur 3, les Ajy vérifient le système DRE 
= le Fr BS Ses Es. ET > St he PER 
A + + re “pt. £ Qi es ines ns ei mer te ‘ 
VAE ET SR TR RER 
di Li 
IST 


Jinéaire du second ordre, ? à sos régulières | (pe pili PRESS 7 
ws oS eee Bf Benth PATENTS ee ee 
as I d ie ; es a . > => . $ | 4 
Sa y aa* Eu Spe Doe Se a ee 
7 A Et ve ‘ao 2 ake ie gh. i hv eates 24 = 


ment que la vérification de ‘ls Ti eee 
spécial. | : Nome? | 
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moyennant une substitution linéaire sur æ on peut supposer ie = 0, ees 
bus = 1, ls =. Posons-nous alors la question suivante : : Peut-on aa 
choisir ee bit de © en fonction dest; de manière que 2 possède 
un système fondamental de solutions dont le groupe soit indépendant 
des ¢;? Si possède cette propriété, il en sera de même de tout sys- 


rationnels en a; on pourra donc supposer ges sse reais au système 


© me wot kA 


et, pour: que 8 réponde à la ebane il faut et il suffit, éomme l'a 
montré (?) M. L. Schlesinger : que, moyennant une transformation 


si 


à 


SO, dans ma Thèse, : j ai traité ae méme Speaklaws pour ré éq quation 


n 


: DATES re EE pate oes 3 akon ast 
ne +2 re TP v3 7 


() Les indices supérieurs. des | 4 ne sont pas des exposants. NET MR De ey: 


(2) Voir par exemple Vorlesungen | über lineare Differentialgleichungen, Seas. 


Leipzig et Berlin, 1908, p. 320. Voir aussi R. Garnier, Rend. Cire. Mat. di. : yt Se 


Palermo, t. 43, 1918-1919, Pp. 159-164. Le système (Am) est complètement inté- ae 
+ Pre ef 


grable ; la notation des matrices opie de le vérifier aisément; on observera seule 


OAS. d2 OAT 
CTI +30 00 oj exige bee j=iou ka an examen 


Ÿ ys ‘ 5 . CET 2 5 ioe ee L7 
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où les À; sont des points RDRUEnEnt singuliers, et où les c; sont des 
utiiites indépendantes des ¢,;; j'ai établi que les À; doivent vérifier 
par rapport aux /; le système que voici : 


(fn) et) (= Ay) Ay 9!) (te Wy) OD, broke (As) | 
SE (4) Ot; t (4x) AE TaN eet (Aj— ta) U' (Ay) 


CC PEUR NES ECTS 
RATE 2 [o(A;)  2W'(X,) a1.) 29'(t) (ti) J OG; 


oe (Ay) D'À) (Ap — ty)? eo) 
ae 2 @(Ar) DO) — 1)? (Ay = Av) 7e.) 


NORMES re Su MU 
Da (A ti) (y Aj) dt; Ob; 
b=4 : 


Y? (ti) (Ay) 
TC) A 4) Vy) 
UE 
= lg (te) © SH) 
x< pi Ces. AN oe (tg) eee 
K=1 °° 


[avec a= æ(æx—1)(x —t;).. ie t,)% (2) = (#2 — À)... (À) 15 


quant aux a, et et aux B,, ils s ARE rationnellement en fonctions 


À; 
des z;, des À; et des 2. DEL 


Ceci appelé, nous allons montrer, comme nous l'avons annoncé 
(n° 2), qu'on peut remplacer pour notre problème les systèmes (A, ) 
et (fn; F,) par un système plus simple (g,, G,). Nous allons d’abord 
former ce nouveau cine en partant de (A, ). 


9. Premiere a anit de (As). — Pour m= 2, (A,,) s'écrit 
| = ; k x | : L F n+2 n +2 JA! : 
ae ee I Ane GRR. ke 
it, ie FE peo Dr qe Ne Ot, ? 
= = 


. er ens Fete n+2 : 
OAT» a AA fo — AN Ais + Aig Ada Af Ade, ae 


(A2) / fre l; ? 


oak, SAL AR — AY Ale AR AS ASG AR, > OAs, 
AY aces th—t 4 


"a d k=1 
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Ce système d'ordre ne + 8, admet les ‘intégrales 
CAE + AY i= cones 
AA 3 — — Ai: PAPE = const , 


re 


ces hu se réduisent d d'ailleur rs à 


| nae ies t; et sie 2 en 2 lili ls 


n +2 | 5e 


aan 
à tn 
Ae 
24; 


la forme ic. — at on see 


K=1 


æ : 
CT 


- nn" 5 
Rs a 


2 étant une constante numéri 


0 


le cas oy éral ¢ ou | l'on a. 


“nous écriron en outre 


KO ae 


À « ar J es A 


ay 


Sai ne sont hé 
_rentiel (At) d'ordre : EL 
_ dépendent de n nsta 
tion ide: ae ; von d déduit ta 


| + . = bs 4 % r »- . è 
EL}: PepeMion revient à aire sur un système comple l 
_ formation y + DE TS ï 2 ae Er 


sn - ey 4 | 


, ‘ ‘ sd ve “ » 
= ¢ . ae te 


- 
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D'autre part, dans le cas général (') le système (A?) pourra toujours 
etre ramené à un système résolvant (A’) suivi d'une quadrature : car 
le système (A,) et les équations (2) — avec e = 0 — et (4) ne changent 
pas quand on remplace les A,, par CA,, et les A,, par C-'A,,, C étant 
une constante arbitraire. Pour former (A’) nous sommes ainsi conduits 
à prendre pour fonctions inconnues les quotients 

A 


Le 2 


DES 


h=1 


Vai ; 


qui restent invariants dans la dernière transformation. Les z, satis- 
feront évidemment aux relations - 


(5) DES Ds, 


qui seront d’un emploi constant dans tout ce Mémoire; ellesentrainent 
les équations, souvent utilisées également 


(6) Det me ge 2 (1) à, 


Ainsi, il n’y aura que » quotients z, linéairement distincts; toutefois, 
pour la simplicité de l’écriture, comme, plus tard, pour la discus- 
sion de la singularité ¢;= 0, il est indispensable de conserver l'en- 
Semble 2. «5° 2,0. | 

Il s’agit maintenant de former le système résolvant vérifié par les z;; 


à cet effet, posons 
AK, — A5, = Hes 
d’aprés (2), on aura 
1-+-H 
VER a 
2 2 


et, de plus, d’après (1), on peut écrire 
; n+2 


(7) 5 Sd h=vd—1, 
k=1 


(1) On verra plus loin (n° 11) que le résultat subsiste quand (3) n’est plus vérifiée 
et que l’on doit prendre € ¥ 0. 
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VD étant une constante, qui d'après (3) est différente de 1 dans le cas 
général. Posons encore. 


n+2 

\' ki 
> AUS A 
nes 1 


(de sorte que A), = Az,); il viendra, d’ après (A, )s (p- 189), 


oh 


AS À 
Ot; =Ai, = AS) + 2' (A5, He— AS, Hi) 
DA ARE + ASH, 
soit 
Oh 
— = VD À: 
(8) ot, VBA: 


Dès lors, on. vérifiera aisément que le système (A) est équivalent au 
suivant : 


fl n+2 ni +2 


ae AL ea, AR ia DRE 0; 
A à 1=4 
n+2 L 
1+ H 1— 1H = 
t= A D He VD —1; 
. À et 
ASP en pute aes Ned earn) où 
Dir FORTE D 9e, = VD AG; 
k=1 j 
—t;) = = 2A — 3; 
Sha Bis (a) ( LEE ES ) 
: ; 
—-1, 7. 
(4-0) (G+ Das) = six 2H, Es LUE 


qui est complètement intégrable, comme (A2 ). Les équations (B),, 
(B); des deux dernières lignes de (B) (où z prend toutes les valeurs 
permises) sont au nombre de 2n(n +1); si l’on écrit à part les 2n +2 
équations de ces deux lignes qui répondent à une valeur fixe de i, il 
en reste encore 2(7° — 1) que l’on transformera comme il suit. 


10. Formation du système résolvant (g,, G,). — Tout d’abord, on a 
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évidemment ('), quels que soient h et k(An+1 etn+ 2) 


Os 924 
(9) ine 
Ot;. Oth 
F + + 02} Oz); 5 ¥ 
ormons alors la combinaison 2,5, RS ou A, k, à sont trois 
i i 
entiers distincts; les relations (B),; donnent aussitôt 
By ged pda 
i dt; i ot; 
Oy ped oes | 5,2, Hy 2:31 M}, S 2,2, H; : 
—* is 2 
(th tn) (tx ti) (én— ti) (tn — tr) (és tx) (ti — tp) 


la quantité entre crochets étant symétrique par rapport aux trois 
indices, on en déduit les relations 


Oz}. OS; - 02h 02; 03; OZ; 


A LA = 


Bylot br CN nn Os se in Alien ZX Sue 
dt TR UE lg NC Oty ou, On 


(ro SE = 
he) | Cr Ch Ty; bi — ty 


<a 


(si l’un des indices, A par exemple, est égal à n+1 ou n+ 2,-0n 
supprimera le rapport qui contient les dérivées par rapport à 4,). 

Or, à l’aide de (9) on peut remplacer les équations (10) par les sui- 
vantes (au nombre de n° — 1): 


( ) GP = tr i Sh d3z : Ch — t; Bk Os); Ket, RHIATH2\, 
PDC LT à Oty tube fi ti Ot) hZk : 


et ces équations [qui à leur tour entraînent (9)] peuvent s’écrire sous 
la forme Ende équivalente : 


OZ}: > OS pn, 2 Oz; 
ebay! pa tk) Oe, +5; (tz — tn) Die Zn ti) RE A 


Si on leur adjoint les équations de forme analogue, relatives aux Hy, 
(et qu’on formerait par un procédé identique), on aura obtenu les 
2(n?—r) équations cherchées; ces équations permettent d'exprimer 
toutes les dérivées des z, et des H, par rapport aux 4 à l’aide des déri- 


vées prises seulement par rapport à £;.. 


(1) Les équations (9) résultent à la fois de (8) ou de (B)s.. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIU. — Jomuer 1926, 25 
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Considérons alors ¢; comme seule variable; et montrons que les z4 
satisfont (par rapport à ¢;) à un système différentiel d’ ordre 2n. 
Pour abréger l’écriture, posons 


(11) (a— li) (ai Gig + VD ies) M; (At); 


les équations (B), et (B), deviendront en vertu dé (B), 
z:Hyx— sph M4, 


et d’après (B),, on tire de là 


OM, _ Ko; Oz.» O( 5: Hx) 


GREEN Saas PAR arian nv rane La 
g Yds}, — 4,3? 3k s"M,(M;+ 22, H;) d34 
=> sinc des toe 2( n> ti) Zh, =p Oli 


aja; — d,s? M,(M;z+ 23;H;) a M; + 2:H; 05; 
2( ti. — t;). 3% 2(tx— ti) 3% Zi Ot; 
Or, en vertu de la relation 


M} ‘A 05; 
Fri M DUREE 


(13) 


conséquence immédiaté de (5), oft vérifié aussitôt que le coefficient 
de H; dans (12) est nul. Remplacons énsuite dans (13) les M, par leurs 


valeurs (11) on trouyéra sans peine que les coefficients de VD sont 
égaux de part et d’autre, de sorte que les équations (12) s’écriront en 
définitive * 


| 07 35 157 a) 1 03; 08, 3} "tn — ti] d3x\? 
(RAR ALPEN EES tr Et Wk pce eerie etek geet | ark 
( ) Ot? 23} ( Ol; as 5; Ot; Ot; “Ai 23; (x — ti) demi Sh ( ol; ) 
PR I O55 d; 3} — dz? è 
Lt dù 25%) 


dis} — dis? dh2? D . | 
cere RUN) AN galt poy) (KZ); 


ce sont bien les équations que nous avons données au n° 2. 


O it f ok OM; . , 7 x 
n aurait-pu tormer aussi 7; et, en s appuyant comme tout à 
‘ ag 7 
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PA 


l'heure ju te) on n parviendra al équation, d une € symétrie nema 


Wie : PETER LA 
Wn per 1 (=. { 


+ y ie en FRA 
ot dar 2 He. Oz Oz, Wyle OS), a AE 1790; Pertes? 
2,9% LOU "O25 Oty, ot, Bay, di our 22; Ot; ty ae 


| | AREA eae as ÉD 
aly AT TETE 
; ETH) a= yy =n fe (te Teh) thy 


i 
I 


€ système ee my Gn) est complètement intégrable, comme (A) ) et 
pans He dus GE son Re eee ley nu danse 


de (A, A. au u moyen es rer 5 ( ree (See 
Le inés par Yr intégration de (gant Gr)» il es 
th peur “ache E Fintégration à de oh dn Oho on tire 


Fr — 5 Bp Sie à 
Di de ate 


L 


196 RENÉ GARNIER. 


et pour déterminer H;, on a l'équation 


OH; 1 03, i 1 s 
oH, (ze 7 (Mir dis — dis), 
Ot, H, ( RUE Gi) +> Haas ko k 


| conséquence immédiate de (B),, (B), et (13); on en déduit aisément 


H;= À3,h;, avec | 
Oh; y/ Oh; 


(16) BE ee Berk 
- et” 
wx 2 2 De ae 2 
(17) Ot = PR PERSAN eo CIE ). 


Dans les deux cas, la détention de À (ou de ;) introduira 
la (2n + 1)°" constante arbitraire qui doit figurer dans l'intégrale 
générale de (B) ou de (A,). 

12. Transformation des en (E,). Introduction des z; à partir de (E,). 
— Nous allons établir maintenant l’équivalence de (/,, F,)et(g,, G): 


nous aurons ainsi rattaché l’un à l’autre les deux systèmes (7,, F,) 


et (A,). Or pour m= 2, 8 s'écrit 
d d | 
de au tata de = Jia + rer 
| 
les ayy désignant les fonctions rationnelles de x précédemment expli- 
citées; y, satisfait donc à l'équation (') suivante (qui admet pour 
points apparemment singuliers les zéros de &,,) 


L 


D: a 
n= (a+ ny + ant) y, st (a Gi + io Gui — M41 ay ) Vas 
. Ags si 


Or, d’après les équations (2), le coefficient de y’ se réduit à ce 


È (x)? 
Y(æ) ayant le même sens qu’au n° 8; posons alors 


ALT 


(1) Dans ce numéro et les deux suivants, les accents indiquent des dérivées par 
rapport à æ. 
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y vérifiera l’équation | 
; a, 3 12 1 
(18) Va (ai Étau+anas avast à - à) y: 


Pour qu’elle soit identique à (E,) il faudra d’abord qu’on prenne 


(19) F di 4 Cr +1. 
4 
De plus, en vertu de (2), on a encore a,,+a,, — i o(æ) ayant 
le méme sens qu’au n° 8, et (18) pourra s’écrire 
. : i 3 V2 " 
(18°) Y= (ait tana ane +7 — Hy, 


Pour x = co, le coefficient de y dans (18) présente comme terme 
prépondérant une expression en a~*, de coefficient 


n +2 n+2 2 n +2 3 
n(n—t1 
(20) -Sai+( Da) —nD Ata pa CS; 
R= tae. REA £=1 


mais, d’après (B), et(7),ona 
R+2 = 
A. — VD Gla 
pre 
KA 
l'expression (20) est done égale à (D—r): 4; d’autre part, calculé 
dans le développement de (E,), autour de x = oo, le même coefficient 
Gtr à \ 
de x? est égal a> CR a on a donc — 


k=1 
n+3 


(21) 5 | D=4>¥ q+ 3n+r. 


k=1 


Ceci posé, observons qu'on peut écrire, d’après l’expression de a,, 


__.,Ÿ(æ) 
ACTE 
nr? . 
avec @= > Ay, = À (n° 9, p. 192), et l’on aura en conséquence 
k=1 Fe y (tx). 


a 


(22) 


PAC Cb) 


| ae 
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Ainsi, pour 2 =1, ona 

t$—A À 1 — À 
EN) kh PSE 
les indices étant supprimés comme dans [VI]. On prendra nécessai- 
rement <= 1, et lorsqu'on voudra appliquer à l'équation VI un résultat 
quelconque du Mémoire actuel, il faudra remplacer ¢; par 4, =; par 5,, 
Fn+4 PAT 42, 3x par 3, (kAin+ 1) (Go 329 33 étant donnés plus haut); 
de plus les constantes a, b, c,d de VI auront pour valeurs, d’après (19) 
BOC 2i) 


wnt #3: AS, D 
SRG us pe Pees pe Sik a+ D+ etd= 


= 


13. Equivalence de (fy, F) et de (gn, Gp) : calcul des fonctions symé- 
triques. — La démonstration d'équivalence que nous avons en vue va 
se réduire alors à un caleul de fonctions symétriques ('). On tire de (22) 


I a T Oh;- I 
ey, nd a, aS fg Oh, TA 


, Le (ES = OF; oh;\? I 
at Be Ot? Bk a) Sr — dx do : “Basis ol (= 3) 


Remplacons(*) dans (24)les om par ve valeurs tirées de (F,); le 
coefficient de (Se) sera égal à 

I 1 +i[2 (Aj) FO] I 

Ge eae A ess @(Ay)  2h/(2;) Ay— ty 


qd" (Ay) (Ag t;)3 œ(A) 
Peat) et x PORTERA TA 


(1) Pour plus de détails relativement aux calculs des n° 13 et 14 se repor ter a une 
note des Comptes rendus du Congrés des Sociétés savantes (Poitiers, 1926). 
À; 
(?) Le déterminant des dans les équations (24) (où à est ses n’est pas nul : il 
est égal à 
n(n-+1) 
a _8(4)8(¢) 
2 ‘ r = 
eed à EU) b(t) [avec 6(u) = (i—ua).…. (ui — Un) (Ug— Uy) «2 (py — un)]. 


Il résulte de là, et de notre vérification, qu’inyersement les équations (Gp) entraînent (F,). 
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; Or, en ée é etant que la somme des “résidus de la foriction rationnelle Pt h 


ean ÉDITEUR Seon a es 


“est. nulle, on remplace aisément I’ expression précédente par 


i 


110 mx CIO Re = Re St enr) yay) Bea | toe, FE 


LARGE PRE de, Lo = yt 7 354), (Aj) j : pes ‘ À ATOME ty 
i Sy en corte que dans le cota inémbré de (24), les termes di second zt oy LOUE 


degré par elke aux dérivées Ace og Bou somme RAA i sha 4 : moa 


our hype) 2 Sou wh a) oh; RATE RAT 
EL : Ry be Ot — th dt; EEE a PRE ue Que 
ite ae ; | ARTE ats a 
ee A s 4 CEE fo 4 x »- eee Ae 0% ñ 
PSE i fad cu a DR Tee me 
de : amr BANDE EN sens ST CET ON Da 


wv 3 . 4 rer Vie jae +. ? er à nak % ine ve LT + re) ! 1, 


I Oz; I yy LME 


Pines ae be , pur FAURE. +=: ee Ky wes i UE DES LE < : x ; 
a y= — tj us Bt a 8; dm La k?. La? DS SR LOT LA MEN Phe Ae eee 


‘ = \ ar, 
a HONTE nen - 
3 ae + (UPS 

: 6 c ; 

\ NOR 

4 pe PC per ¥ É NS 

? ~ ‘ ~ ‘ 
= 


| Jo He a a) | uh oy 1e a pe a 2. à, x + +. # 5 ; . 
OL A Rou 3 22S Ser me tS OR eM Se MN) 


4 sy ae 2 
‘hs: HEC 4 J 
ty a Lg 
RTL: 4 ey \ 
j } re os } 
vias 3H) LUE EU 4 = 
sn f i Yoo 
AUS RN TE i \ ae 
CNE F LEA * (at i, 
. “i . à ce) 
f mA ae : 
it oie “% ) 
i 3 
ok SEVRES DA \ 
BS as Sy 
MÉRITE | 
Beet) 4 
} : | ÿ 
ee Nie = 
ee ' & ~ 
a, F : 
5 % > ACT ‘> IN 
f kK. | 
à w - even 
: ms 
k À ‘ ty 
d : ar / 
} i : 
| a 
£ { Raut NE | 4 
Ca 7 k ‘ 
LE, pe eA 14; x 
are : ‘ = / By he f 
; # À = 
PET 6 
¢ et LI ) 
27) 1 ‘ ; 
cane af F5 
+ L « 
A | a 6 2 
: \ 1 ‘ 
” { 
1 “4 j 
A a \ 
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: 
en vertu des identités qui expriment que la somme des résidus de 


p(x) Reker on to 
U(x) (a —ti) (x — hi) (4 — &) (gh, mais get hi) 


est nulle, on trouve 
de ti— th [O51 5h 0z;, 
= [© zh oe on) eee 
et, grace a (23) et (25), & prend alors la forme 
1 {/ 1. -054 I AV sc ORR 1 02; 
VAE ok Mia Cn etal PE le aE See gy a v 
if Ot; ja ran) * aa dt; +2) (6 ap 2) 
4 if I LIEN im ln Os), Sh 
Bile; — t) ae Sea 2 [= Sh (SE a x Li — 7 | 


De même, d’après ce qui précède, les termes du second membre 


de (24) contenant les dérivées os au premier degré auront pour 


somme 
ik 9" (ti) | wha Oz 
= — — — —| — 
Face | P(t) Bea Ot; (= Ol; in USA 


. Restent enfin les termes indépendants des dérivées; à l’aide de (19). 
(21) et des formules qui expriment que la somme des résidus de 


CA EE SC Lcd FIM APE: ‘ave 
Wa) te SHINE th) lea). | AM tDipiobique) 


est nulle, on trouve aisément que leur somme est 


sk dis); ME Ru, — dj, 23 
aaR( mt) RTS ae 


r 


I Bh I D 
+ ———~| § 4 5 Ft  ( ; 
= | zi(ta— ty) =A eer (a+ Li et). 


Il suffit maintenant de foritier la somme 3k (= = at) + À + tb + e| 


C= 


pour retrouver, aprés quelques réductions immédiates, ik Second 
membre de (G,). R 
Afin de retrouver les équations (g,) j’observerai que les équa- 
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tons ( fr): s ‘écrivent Ci Ye en vertu de G7), 


fia VE 
Die ti) 


| 


Ay. re dit 


f 


oe 


Mais les relations (28) entrainent l'identité en x 


AN 
a polynome en , a, priori M premier debres or, d d'après ( 5). 
embre de la relation précédente admet æ = 00 comme 
2; À est donc indépendant de x et les résidus du premier — 
a et c= = hs ore Dons A% et An ce equi 


| oe Den de (B) au moyen de 5 et 1 des es 


( ne de Riemann nous AR besoin de a: 


HAE 


Abo bball = AG bats we 


Ni 


aut, x la Patent eo trainera | 
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Mais, en vertu d’une remarque utilisée pour la formation de (25) le 


crochet est égal à 
LS 
Bi i= AY 


dès lors, en s’appuyant (B), et (B), (n° 9) on trouve aisément 
"(H,¢2;— Hiz,)? 1 oy! Hys;— H;3; 
n> DEN I “Ri Sn(te— by) Eu 2 > 2; (t;— ty) 
! d; 5? + dy 5? 
+2 SAS nets i 72 sispbtj sabes 

c’est-à- -dire, ei en vertu de (B), et (6), 

mA 5 Socal UT b Os; I CE ‘disk + dis? + dis? Ds” \ 
(29) w= ik (Ss) peer 23; OL; RASE Se +5 Kasten a 4 


On peut retrouver cette formule en partant de l’expression donnée 
dans ma Thèse pour y; (*). Les transformations se dérouleront comme 
plus haut; le seul point qui puisse offrir quelque difficulté nouvelle 
consiste à établir que y; reste holomorphe sur les multiplicités À; + 
et pour Fans on appliquera : à la fonction 


9 (x) (æ—;)(æx —h) 


wipes Y(r)(e@—t) * à 
la remarque suivante : l'expression F(Aj, Ay) + FO, À;), où l’on a ; 
7 3 f'(4) SOS Is 
QU Rens ans [fu er | L 


coaeidebee’ er comme fonction de A; reste holomorphe pour À; = A. 


ra ) Loc. cit., p., 82. — Il faudra toutefois rectifier cette dernière formule et y - 


remplacer gj. par ay} (x +): L’omission de ce dernier terme dans la 
formule n’entrainait dhiniears aucune conséquence dans la suite du raisonnement. 
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& L | 5 La ‘ he, ‘ ye À : PE ES : 4 


ee : D LP AE CEE: + Sie À } 4 2 , Cars 


D DÉDXIDME PARTING: AN cc ies ea lel 
NOR Des CAR CI ÉRS QUES), 0e à ee ie 


| ms ie ees fag See “: je ant Re rer : i à Da DE FA À % 
Beane! tT ri [gas = Caractéristiques de première espèce. ne général. A A RATE à. 
beet f ha Or eet foie , MAC - 


45. Transformation de (G nee ee Any d’ appliquer la méthéde ee F3 ii fh Fe 
ye | approxima ions successives à l'intégration de (G,) dans le voisinage rr iar ie FRS 


i= 0, nous commencerons par ‘shbétifaer à à (G,) un système équi- AR TA TU, 
ee valent formé de an équations du he ordre. Posons AN RARE ACER PE CE 
x ey. ‘ ’ Ke ï Ne FL ee te ts Ag ee 


; 7 J'me ; apelin PE + LM PE MES ie eA MR a re oe Ms 
Fe 8 ae ry a d;23% ‘dy AE JAI “+ ee 


oy iS 28820 ay yet oa iy Pye ke SA A ae a 
sets SAT RAS à 7h Pg : 3 1 | NET * F bic à 8e 24 je à PART 
MAS Nous allons voir que toute intégrale ia (6, ) satisfait 4 au système i! ) Oe Eo CINS Pier 
= gk+ Be A / +) pt É \. ‘eh PR 
{ pad) eo ; : Ae ET LE ta ; +i ay aM : : 
Vey ie es Fern Liane eur ¢ SL DUN IAD ee 
SS a ie Sale ee #;)| = — - md SPP, 
bat oad oan cae 2 oN at * Fa AR 


AS 


ét ne comme: des variables indépendantes dans la. 


cv : : + 


ws. 


\ ee oe Le 


(es solutions de Ge) satisfont i. DAV DORE 


ty nous utiliserons cette fauation, au début de MBO ye 
ne espèce; mais, actuellement, en vertu es 
ÿ ; 


VI Qu pe 251) ni et toujours ne AE Ro ‘ 2 A 
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bien elles annulent le crochet; mais alors, si l’on remplace R, par sa 
valeur tirée de (20)95 on voit aussitôt que (G,) est vérifié. | 

Cela étant, soit s?, Ri (kAi, n+1) un système de HA 
finies (') et arbitrairement choisies, mais telles que 


(31) GRR PE AS D 


‘ 


| | 
Au moyen de la méthode des approximations successives, nous allons 
montrer que, pour |%| suffisamment petit, on peut construire un 
systéme d’intégrales de (30) satisfaisant aux conditions suivantes : 
pour ¢,= 7°, 3, se réduira à 3°; ¢, tendant vers zéro le long d’un che- 
min © qui sera Getto ultérieurement, les z, et les R, tendront respec- 
tivement vers les 3° et les R°; enfin, il existera un nombre réel w, tel 
que o£w<1 et que |¢,|'-°|z,| reste borné inférieurement pian ti 
tendra vers zéro sur €. 


16. La premiere approximation. — Posons 
(32) zi dt; = dr; 


\ 
= sera une variable auxiliaire (*), qui s’annulera, par exemple, en 


t,=0 sur ©, et à l’aide de laquelle nous exprimerons les 3,, 3, et 


t; avec une approximation croissante. Cela étant, la première équa- 
tion (30) pourra s’écrire 


024 2R} dy 

CA GE eat ck 
2(R,— BY), 2x — d; Brie 
is (tx — ti} TAC RE di fe pte) , 


or, si, ¢, tendant vers zéro, 34, R, et z, possèdent les propriétés énon- 


cées à la fin du n° 15, les termes écrits en seconde ligne dans (33) 


(*) La restriction est indispensable pour R}. (cf. troisième Partie). Elle sera levée) 
plus loin pour 27 (n° 96). 
(2) + coincide avec la fonction —— 5 Log (n° 9) où lon aurait donné aux #4(4 Zi 


_ des valeurs constantes, 
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' 


= tendront y vers zéro, et, pour tj tres s petit, (33): sera assimilable à a 


Ces polynomes poesedéront, au moins en partie, des propriétés ana- 
; Fe à celles du polynome PQ) de [VI] (' ); P.ne pourrait étre identi- 
cea nul que si iP on n avait D=o0= = dis et R= ds cas exceptionnel 


Sa pposons re fre et creeds que si ue des équa- 
ons. P= 0 possède une racine double dus on à ait ae € À Nous 


| poserons feet ANSE LR 
VOS TA NOT LIENS Fp a) a fay an t 
LAURE Te ne ) ake Fee - ) ch VD te 


po. VAR DU HO 


oat" 


+, Ag ' a) t 
. e He ae ae 
dra effec 


L'ART 


i fonetions PO cor rent a ae satisferont : a 34), et, 


ax £ É 
‘constantes 2, OU écrirons es ae | 
oh a 74 LAN 


5 
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de telle sorte que pour t,=1;, 3, prenne la valeur z°. Posons encore 
(41) _ s=ByD, 


en raison du double signe de chacun des radicaux figurant dans B, on 
pourra prendre (') 


(42) a(2)>o, ou sisestréel, s>o. 


Nous obtiendrons ainsi 


| 1 (A2 B}x (5) ; 


(43) 1—(A ex (ns) | | 
2B?x (2) 4 
(HV aan ONE OI 
ALES 1 (A B)x à 
1—(A+B)x- | | 
avec + A | | 


QE —(A—Bj)x] bine (A+ B)x]’ 


ce qui donne deux valeurs pour e"”*, et l’on voit immédiatement que, 
pour l’une au moins de ces valeurs, la dérivée — Z'4,®/(x,) ne 
peut être nulle, D'ailleurs, les seuls cas où ces formules soient en 
défaut sont les suivants : 1° A =o — B (d’où $ — 0, cas déjà réservé); 
2° x=0 ou æ, d’où z’=0; pour VI le cas correspondant serait 
ko = to {*). On aura donc x, £ 0. Le cas où l’on aurait 3° = 0, (d'où 
To= ©) ne réclamerait d’ailleurs que des modifications sans impor- 
tance. 


17. Les approximations de rang quelconque. Le secteur’ de conver- 
gence. — Soit alors n un nombre positif arbitrairement petit, choisi | 


(1) Nous examinerons plus loin le cas où s serait nul (n° 21). 
(2) Ce cas (qui n’a pas été signalé pour VI) se traite comme le cas. Ve o de VI 
par l'emploi des caractéristiques de deuxième espèce. Il en serait de eas actuelle 


ment pour 7 quelconque. 


ae re 
1 ne si, de plus, Re Fi. ett Li satisfont aux conditions | | 


Ÿ 
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“Le unes fois pour r toutes; astoignons 34 à vérifier la condition 
er 


Ce 


IPS RE 


(IR lea 
Ae HR : 
SHARE mn en 


© a ’ Th 
Wate Lk 


a on pourra d diviser les ( Fee bras de (33) par P(2) ot extraire log 


es s carrées, ce qui eee en vertu pie ree 


it une fonc HA qui eres module très on pourvu que 


Re s vérifient (46), (47), (48) et la transformée de 
d’une manière plus précise, on aura 


ne [Fe] <Ai|Ri=R H+ Beles te Ofte 


ae gine > à 


ite étant t bornés; s sous sles conditions pré 


ai” Sis oe eae j in 


dus A yat 
MP NGS pc 


vsons 1s qu’ on ait déjà calculé LOC 


ARE 


| os remplace chaque el 


ae 
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et 
by v4 Sivea + x te SKva4 7}; 

Il nous faut établir qu'il existe dans le plan 7 des chemins, reliant 
les points 7, et o, le long desquels les approximations précédentes 
convergent régulièrement. Or, w étant défini comme à la fin du n° 45, 
nous allons montrer tout d’abord qu'on peut eonstruire dans le 
plan #,, un chemin €,, convergeant vers l’origine et le long duquel 
l'expression 


Gol®. 
ro LS | tin Zi0 | 
reste bornée. Posons 
: tio i ô 
(55) Log”; se T,= me", s = pei (u, ¢>0), 
t “ 
(56) " | | | tio |=r, [= ro 


et choisissons y de manière à vérifier les conditions 

an — cosy >n, 
gcos(y+d) __ po 

(58) ear pie V=En. 

D’après (57), T, devra appartenir à une région (R,) analogue à la 

région (R) définie à l’Introduction (n° 3), et, en vertu de (58), nous 

aurons | | 


GIE: 


quelle que soit la détermination de f, il viendra donc, d’après (44), 


r 


(So) 3 | Lio Zio H<a( 4 JV” 


a étant un nombre positif (indépendant de r,); la condition énoncée 
plus haut pour |4,3,| sera donc sûrement vérifiée et la condition (47) 
sera vérifiée aussi en première approximation. Cherchons donc les 
chemins €, du plan T, qui vérifient (58); pour cela, joignons le 
point s = ve" (supposé complexe) au poit fw; on voit aussitôt que ¥ 
doit étre égal ye — Y, ou = — Ya V1 et Y. désignant les angles que 


i —— > te 
les vecteurs fw,s font avec le demi-axe réel positif. Comme on peut 
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faire varier fo de —r1àttr X tian tos exclues); on voit que © sera un 
mas rectiligne A issu. qui point T, =o et TP RE sens strict) a 


Rigi ta 


Vauat les frontières A’ A font avec le demi- “axe positif 


Br 
zi Ye valeurs de: te LÉ pour oO = =). 


ndra la aad de (Sa au sens 
37 


, 


1 cteur supérieur 2 
oe ÿ 

vane un ut su ee 
1 secteur rar : 


ane os 


a s pli % “i Tits, } 
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Dans la diecussiod qui va enter nous supposerons 
que le Mine A eae a a S’ os d'ailleurs rien ne “ee 


pa “: Supposons n maintenant: que s s soit. réel, RS "es 
eae f ee ae one aura © aia 


id ers Hee: 
“18. ‘Les FRE: d’ ‘eaxclusion nd. 
‘qu on déduit de (45) par la, “apatite 


a mière ne s - en est ainsi, a 


ve + 
wv approximation. Ore a, pour ma ne he hes 


ea ' RARES 


RAP NES AUS à 
: ein ReneS 
Piatra ts ee eC ie 


LES 


i hae rod (3) montre rh ou points. 4) qui annul 
Prato Le ae séries. CORNE APRES IE 


pate PUS TOM Hk 
+ % ert PET) 


sax es 
Al i " 
KES Nr 

‘À $ 


a 11e ay d 
1 ni ie ANG 
ha, 


Levi 


ss ï 


KA 
Le . Soi: v 


LE 
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is 


on trouve aisément. 


PEN Zi | SEE * 
- : "pe ens 
LUN a vor : a 


+ NET ETS NES f . 
sven, vertu; de (60) les points (61) ne peuvent annuler t)Z.; pour — 
| MER, le chemin 2’, sera done assujetti simplement ? àne pas pénétrer | 
- dans des Series es (tn) d dont oe centres sont aux points a et dont 


‘y * 
ï 


2 existeront toujours, Su si on oat es -B; “mais on 
alors. sur MU a ail nous reste a examiner : 
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certaine paralléle(‘) A, à la médiane A de (S) (à l’exclusion de l’autre 

région &”). Or, au point de vue du prolongement analytique de l'inté- 
grale dans la région (R) (n° 3), il y aurait un inconvénient évident à 
laisser subsister la restriction précédente. Pour la faire disparaitre, 
on procédera comme pour VI (2) : on cherchera à définir les caracté- 
ristiques dans’ un secteur © contenu dans ?”, de frontière A, et d’ouver- 
ture non nulle; cela suffira pour qu’on puisse prolonger l'intégrale 
dans &” par des caractéristiques a deuxième espèce. Pour tro x 


remarquons que dans Z’ [P,(s,.)]_ est de l’ordre de ae ; dans cette 


région on pourra donc conserver (49) et ses conséquences, quitte à 
multiplier A,, B;, C, par (2)*; cela reviendra à multiplier les coeffi- 


cients #,, ..., ks; de (76) par (2)?s si done on assujettit Da vérifier 
une condition de la forme mw <1(m> 0), on trouvera que les 


approximations sont toujours convergentes dans. E, ry ayant été 
remplacé au besoin par un nombre plus petit. 4 


19. La seconde approximation. — Ces préliminaires établis, nous 
étudierons d’abord la seconde approximation. D’après (37) et (51) 


ona M / 
\ 1 


FA à ne f (Wo + Que) dr. 
Orona 


pee Ry, = R, Fi LR 
tr ti Eye 6 5 A - li eR 3 


pour R,=R, et ¢,=¢,, =" est bornée en module; quant au second 
terme, il peut s’écrire d’après (30), 


Tet) d 
i - 
Ru: ( Ot ET: me Ais Bnei dass Sr Déjzi s Snr 


bi 7 268; Say 258; 3; 20:35; Sn+ 2 Si 


(1) Pour le passage par continuité de l’un à l’autre type des domaines d’ exclusion 
‘(cercles ou secteurs), voir [VI], n° 43, p. 261, 


(2) [VI] n° 14, 15, 20, p. 263, 264, 272. 


woe ae 
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mais de (6) on tire 


Sti Blin ey 2, 


D FE | 
epee 
Ot 


expression bornée en premiére approximation; de méme, (47) étant 
vérifiée par 3,,, | + rest tres petit avec n. On déduit de la que 
| W",,| est de l'ordre de 7 r'-2 et l'on trouvera de même que | Q,,| est 
de l’ordre de 77°". 

Enfin, on peut écrire d’après (43) 


AE (a 2Bz 
q RESTE EL TN sup 
fi er 1—(A+B)x eh 

t 
d’où dans le domaine (c) défini au n° 17 


(62) T2) <lel<7(2)", 
To ro 


et, par suite, d’après (32), 


rar 


les nouveaux coefficients ne dépendant que de n. On trouvera ainsi(') 
(64) IR — Rx] < He, 
| J 


avec 


(65): . 00 (UL) rn(e) sr 


et H, étant un nombre positif fini, indépendant de r, ; ainsi pourr, 
_assez petit, R,, satisfait à (46). - 


Passons à (4; on peut écrire (y = 7 + {u(T)r—YXm(0), avec 


oO ml 
D =F à Cho, Bios Rui Ryo, Lio) 


mais d’après (64), (49), (59), il viendra 
dx HE LC 
| Be) < actin 7, Ta le FA Ur, 
DR ON be egy ia ee ——— 
(1) C’est précisément cette limitation de Ry qui introduit la condition w <1, 


aides pet 


r a 


Be a Se 


% 
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et, par suite, 
(66) Sir — Sia] < Hy ry, 


H, KES plus loin H,, H,, H,) étant un nombre positif indépendant 
“de ry.' | 
Étudions maintenant 7 et re Posons d’une MANS générale 


(67) \ ty Sy 1 — 2" tp Spy (T) S THy(T) ; 
d’après (54) on peut écrire 
Ti Lo( T1) — To Pol To) + 7[91( T1) — %o(%)] = 0. 


Or, d’après (36) et (66) l'expression t[9,(7) — rege est au 1 plus de 
l’ordre de r, dans la région (¢); il viendra done (') 


(68) | |t1— Tol < Hgro. ce : 


Mais on peut considérer les fonctions de la première approximation, 
ainsi que R, et ¢,, (par le prolongement des quadratures qui les four- 
nissent) comme parfaitement déterminées en tout point d’un cercle 
de centre o et de rayon H,7,; la formule | 


CNE pr), ee ate 
hoe ie TOg(T) 94(T) d+ f TT) 


1 


a donc aussi un sens bien déterminé. Or, comme 7, n’est pas nul 
(n° 16, ad fin.), la seconde intégrale est de l’ordre de 7,; de plus, 
d’après (66), |7(Po— %,)| est de l’ordre der; en vertu de (62) et (63) 
la première intégrale est Jane aussi de l’ordre de ry, et, en définitive, 
on peut écrire 


(69) ‘ mi] < Hire 


ti 


Puisque |7(,— 9,)| est de l’ordre de r, |“ 3, sera borné sur 


le chemin d’intégration; dès lors, d’après (59) et (69) on pourra 


(1) Toutefois, pour t; 4} = ÿA2— B?— A, x annulerait la dérivée de to; il faudrait 


remplacer dans (68) ry) par Vro: mais ceci n'entrainérait aucune modification essen- 
tielle Baus la discussion. 


SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN. A1) 
écrire | 
; 7 \w—1 
( 70.) (uso li (2) 2 
3 Fo . 
20. Convergence des approximations. — Pour pouvoir traiter plus 
facilement le cas de l’approximation de rang v, nous poserons 
(71) A f= | fil 


et nous admettrons, qu’on ait obtenu pour 7 = 0, 1, ...,:v les inéga- 
lités 


(99) hr og Ap Su oof, Alt < os, Av cils, As: <oi;, 


avec 
(73) OB TETE Os; > NOaj 
et 
{Ray |< My, tal < M, |7;|< Ms, a] <M 
(74) 


r \® ra œ 
M; (=) <4): <M.( =) , 


les inégalités (74) étant supposées vérifiées pour 7 =o quand on y 
remplace les M, par M, : 2. Cela étant, on trouve d’abord, d’après (5) 
et(73), A;z,4< 295;, puis à l’aide de (33) 


Oz Teas i 30) 
a (Ft) <4, ij+ks Ga; + k,rai; + Ki r (2) Tsj) 


les #,, comme plus loin les k,, #,, JR ae ., désignant des polynomes 
par, rapport aux Me (et aux d,) à PL ftiienits numériques. On en 
déduit ; 


2: 
L'on [3 TENUE") 2 
f A Ot A d > 
‘ CrBiBn41 C5541 
r 3) — 
<r (2) (CA ot ks Taj + ky, Ra)+r(?) kK; Obj» 


parce au n° 19, 


Ris 


et, par suite, d’après l'expression de 


Ru Bron fl 2 L ke’ To a 
A; aes Sete Psi Ki oy; + ky Gay + hy, O45 + sr a Os; |- 


générales. Or on tire de (51), (75), (62), (63) et (65) 
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> y R, Sue . . Or, ‘ 

On trouve ensuite que Bay ore une inégalité analogue et fina-_ 
lement, on obtient . 
à fs) « Fp NW ‘ 20) | 

(79) a, (was + %) <r] &(2) aust ha( 2) Toj 


Tp \ 22 fr. \3o 


AP [Fe (Seijs Sti) Rage Roy taj) — Fallen 5,522 Rx Bay fa,3-a) 
<jAj| Raja. RE + Br + Cheez] { Aide + DEAR — 
at RATE) + FrA;-i(6), 


On obtiendrait de même 


soit 
30 


(76) AVF < A0 + kyr oe ja + ira, j + ker (=) COTE ON 
en supposant 
t 


4 


(or WB Tee ames € 3 | Raji — RL < k's, 


ce qui est certainement vérifié pour j = o d’après (64). 
Ceci posé, admettons qu’on ait trouvé pour o<j<v_ 
< Hy, (/gry)/e, ; | 
Ca <H:(lgro){r, - 
Taj < H:(lgro)?ro 
45 < Hi(lgro) ro > | 
ahs be Re 
au < Br (=) 
< 3 To 


(78) 


+ 


/ 


l désignant le produit ¢/, des coefficients qui entrent dans (62) et (63). ; 
Les conditions (78), qui sont satisfaites, pour j = o d’après (64), (66), 
. (68), (69), (70), entraînent pour r, assez petit les inégalités (73) 


et (74); si donc nous établissons que pour un choix convenable de q. 
elles sont encore vérifiées pour j =v, il en résultera qu’elles sont : 


| 
r 


Be < (lgre)=U f ol (7) 
ot \ < 


' 
' 


SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN., — LE a 
avec 


Pi 20) r 1— 0) , 20 20) 
m= k, (2) Hirer (=) + kart (2) Hs + hs (2) H,rr, 


k H ts 79 20)+1 
+ KE, 7 na > 


soit 
(79) A, Re< (gra) | Hi (2) + Gey je Hes hell 
2(1—0) (re, dE Gr Ter TR 
<Hi(lgr,) Fe 
en posant 
(80) ia ki H, e Kb 4 Ae Har Ks Hy 
2(1—wo) 2—W I—@ 


D'après (52) et (76) on aura de même 


H, ky r \1i+w 
(81) at < (gra) | Hh lg + pi (2 | 


+ Heh 2)" 4 Haken (re) 2 
r+ @ \7o 2—w \r q 
< H; ur Br, 
avec 
H, x, Hk, + Has Lo 


(82) | H,¢,= H, ky lq; Haas hig 1+ Go 2 — (09 


et l’on déduit de là, grâce à (36), (02), (96), 
(83) A,38< He(lgro)’ on A, (54) <H,(lgry)’e. 


H,, H, et, plus loin, H, étant des nombres positifs indépendants de r, 

et v. Or, prenons pour g un nombre supérieur à ia plus grande des 

quantités g, et g, définies par (80) et (82); d’après (79) et (81), les 

inégalités (78), et (78), seront surement Host encore pour j = y. 
Écrivons alors l'inégalité 


Ty Py (Ts — Ty Pv (Ty) + Tv4r[ Pv (Tu) — Ov (Tv41)] =, 
AU de (54); d’après (78), on aura 
(84) ° | Tvs Dy (Fras) — Fv Pv (ty) |< H,(dgry)"r 


Ann. Ec, Norm., (3), XLII. — Jurzuer 1926. < 28 


\ 
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quitte à Bie H, par. un nouveau better ne dépendant 2 vide es 
ro ni de v, on peut donc affirmer (*) que (78),.5" applique « ; 
pour j=y. D'ailleurs, il résulte de (78), que pour 2lgro 
. points Tip (Gy SONE intérieurs à un cercle de centre 7» et d rayon 
très petit avec ry; procédant : alors comme pour v=o (n° 
_ déduit aussitôt ( 2) que (78), s'applique encore’ ‘pours = alae 

-Enfin, on tire de (84). r tndgalite L es ? AE 


12 70% 


Sy re re i 
er < Motel Lee Ra \ 4 I ae } 
SANT PAPE DER Ra Zayas Eanes Sim. ec, << 
: . Ke PARTS a ts ï iy “ai ct , à 
ce qui entraine (78), pour pes en. vertu nie (59) et des | 
_lités (38) écrites pourj=0,...,v—1. ar fa: eue) 


as 


En SUR les. formules a seront valables a | 


AN us vers zéro ; nous Saltone ee | 
aux sae so sons 


Pete, 
(AN 


| + 
jt 
eared) tee (2 ete 2, | ie 
ie Ne aN à AC. 


de Te en d autres termes les stot de « e et 


eet Sous réserve de te même à restriction qu au n° 19 (note de | a 


die ae): Quitte encore Hea ea Hy Has un hase eae vi 
< € LE . a ie h a ‘oy . « 
(*). Cf. tv, a page. pa Ad reg a deat RFA AS 

Fe (+) En ce qui concerne l'extrémité on on fera croître indéfiniment y dans (53), Bee Fe 
a observera que d'après (78) + (A tend alors + vers une limite bien déterminée =; pour | 
hy = on aura ti = DS VAE edule oe SORT DA EAN DS, ee ea 


SOLUTION 


DU PROBLÈME DE RIEMANN 


2Ear es te eo. 


a ee TH Staple. 1) et T,— Log (ty : : nm) seront très voisins Pa de l’autre 


pour” très petit; et le chemin décrit par T sera très voisin d’un rayon 


~ : i 4 


RENE - 
d un secteur identique à (S) et appartenant à à une région (R) identique 30 
à (Ro). Lorsque t,, décrivant € à à partir de z?, tend zéro, part ta A ne et À K 20 
de 3;, les R, tendent vers les Re et les» 2, vers les 3} (k#i t,M+1), Re ae 
Ke É : au 
| tandis que Ek reste inférieur à à une quantité del’ ordre de ry: ainsi . a 
aL | i Mp {74 
RS près de I’ origine, 5, $e comporte : comme Z>. Ajoutons enfin que È x 
lorsque (') les [sg] et les | Rp | restent bornés supérieurement et que | Bee. 
its ar satisfont : a Sie ro reste EURE à un nombre positif fixe Cort 
“a 4 Re 4 
Nbre Sa Cas particuliers : Heu ve nt a Pour terminer l'étude des: Re ok 
He nee pose ppt: et a 4 type ghricral.m nous traiterons | CN ger» os 
à ~ “a Ç 
LE 
Lune. “fonction rationnellè du second degré en Log “8 a ; dans oes 
eormengene : on verra s'introduire log-* a au lien Le Ne : ' 
2 : À | Bre 
1° CPE 
SOR LE rt £ ; He ete eye ee, 
eae ‘ ar 
a ren à que nous avions exclue RUE 
ce a 
ie he : 
“4 : SA. 
» A te a, 
DER. à 
FT 
d eS 4 
' 1 L ‘4 
l ae 
i elatives à 2h (of. n°20) Ra 
rs Zéro avec 1 o » [fs ae exemple, a for- Ce Ù if ; hie sr: 
. js : if : mob 3 à 2 ' M à à 184 
ae 
rs ; (re 
we omy 
# 0] = 5 ï 
; Nous FR 
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al | i- 4 , 


| ur ep l'on poursuivra les développements comme précédemment, Pour | 
: Se.) 
CT ; AGE - B° =0, s sera ul ett linéaire ent: Log G yi bo Sera le carré QE à 


(+ rite ie of aes 


5 d’une expression de cette forme, et l’on ose encore dans EAN, 

‘ we. je D ae | Say fr ve ; 
FETE _ l'étude de la convergence (2): par Log * G¢ ). pias pe tr at: 
_ Ajoutons ¢ enfin qu’on étend aisément : à (G,) les résulta aba établis: aux ie 
_n 21-24 de [VI]: étude de | ‘intégrale dans les Me ee Peay 


F dérivation pe rapport } à tou à une valeur limite Rés es SEE 
a - att h : 
} Sah SPA LS =v ia sf Y À "à , ae + ae Tie tes . ne Ne Ê iz # 
Fate #3 a > PE “f et ee teas fa ge Eat 
Ape ER ? Pot" ‘She Cie ys Lo 7 À rs HART UE 
BRE: URI, tre exceptionnel. Première sorte CHE 
t | . Lx 7 { ; . > ÿ EX « 4 M4, a Pee > 
MEL SSP 29. LEE FRERE d'intégration. = En procédant comme au 


_on “montrerait que lorsque quelques- unes des 
ee. seal racines ee et ue ae ee 


eit : \ te hao eet a} CEA) a ; ; 
i À = My AE sd DL, 
ET a 


ae HET de us Die “potion ‘a d'u mn secteur OL le ea as une "pie HA an 


‘ ny 


ee 


. a i ie au n° 48, 6): pa Da assuje etti à \ une Dern Sie Hane es 


se 


| ; ituerait t un obstacle pour le prolongement de | sn 
JTE à Ro I mme pour | VI C ') nous allons construire directement de 


i “es ous qui ARE po un nouveau secteur rm (2), disti 


| el 
het de (R). Nous nous A dahon Hey le cas où 
LE © tions P= 0 possèdent, chacune, une racine double; 
DTA rar a7 _ tiques que nous définirons seront dites du | type | n 
sat af fe remière espèce et en outre de la première sorte, pou le : 
RARE d’autres caractéristiques que nous définirons plus loin ( n° 21 
‘ ean MG ae : dépendront de n constantes arbitraires, comme il était 


| ae ds 1 a Pere elles convergeront le Tong de chemins du | plan eae 
“pour 


| tt très Bett différeront très pan de shania scigns € à e 


Ê 


= if - = E p (SUR VE 
VA a van TT = 77 — 


3 4) [VI p.80 80. RM 7 on Dre 


ye 
t 


On devra prendre aes rips Era Ye aie 
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secteur que remplissent ces s chemins sera dit exceptionnel < et de la i 
| première espèce. À Fe nt D Te 


i 


$i ee CE os =0 possède une racine "bte on aura ae 
(38). (Bi)? = Dd, a RON alors à vérifier (34) par une pese 
du type ~ PU 


(85) 


à a at BO, 
k "1 


TT 


oe - 4bzcx) bit Sac 0, 


x 


D + RE= 0, L 


il viendra done actuellement | 
ee tage Aes oe bly d= biter, 


ite 


Ç 


ay 


Once 0. 


tant, attribuons deu à: chaque radical Vai une  détermi 


m mais s fixe, et de 
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} 


a résultera ie inégalités. (gt): que l'argément, 6+ BE 9 d 
devra \ varier entre les limites figurant au tableau suivant | 


a 3 


be | A Je 
XG 2 


( complexe) | 


Ae ; 


En 46 VA, 401 


oe @ ea) 3 % 

1%, NN at Lace | le cas estimpossible, | : 

ou ie ne 7, Fo r introduction sera bisatat légitimée, représe ente 
dune un nombre positif arbitrairement petit. FRET 


ce cage établi, es ind dant le point: 7 sur 1 he 


yh sg 


à ces eolattad approximatives de (33) ¢ cor as espondra pour a Ja fore 
LE 


| Le 
mule approché Pa EEE D LL FR rs CT SON AR sers 


= bs er = h +M vb a 
“ | ah LL à SX ANR 

: ee oe Ey et mee prendra (le long ng ae D). | 
hu, des ; 


"EE, \ 
AA et 


7 “ainsi, ‘avec. a rialipag idee n° 16, oy jouera a ) le role de st. ane be plas, « a 
is rs éloignant indéfiniment sur Ty ts et tf t?, tendront x vers 26105 en n 

HER dans le plan T,= =Logte, le chemin e y, décrit par T, tendra vers | de. 

SY chemin décrit par le point 71h; c'est he que les chemins CA ete + 

3 _ront it dans le plang TL un secteur dont les directions frontières sont t pre 


Nt Saf 


RATS. 7 


bY 11 
EL 


F QUI LE 6) on ‘étant pas ‘asset à (42), il a "est question qu 


pas eae ES sty aR rp “SOLUTION DU PROBLÈME DE RIEMANN eth ey Po 
Re “cisément définies par le tableau (6); l une dé ces frontiérés sera aussi. 
» une frontière de (R); autre sera arbitrairement voisine de RENTE 
ee _ médiane du secteur (S), du type général oe 17) appartenant i al’ CxO ae AIRE 


140 ET sants. pe ; ; us - 2" ; op / ù ee Abe Le 


D DS “23. ae 2" intégrales holomor. phes de première espèce. Nous: 2:; 

D” ‘: sommes ainsi amenés à effectuer le changement de variables + suivant.) 

s whe ; \ di j ipa ‘ UE 
FR Faisons sur (Gs) es transformations 193) ets V ite Gs il CON ieee eran NS | 
“RRS EBV CN hk! Oe OR Ailey nye ate aa 

RE : : { a ee ey ; WE on Sng Es = Soe à FA oo 2 à ane AR sr 

ee en ie Or —Dt= Ay (% ? De 1% se a (k oo - Hi} À a On ‘+ ‘dt 7 Sea ia FAST 

+ à A : oe A - a à j ss : Car : a a es Ke ae DA Fee 


os d, et D étant supposés differents de z zéro, la Tache rationnelle A ARR SEE | 
NL: est de la forme (? us À = : RENTRER Shay Nese ee 


fi oe 


Bis bo Me (BY either a + dti eut. Ad ie 5 aS SR ES 
aerate on = Le CAPE Ag A: s QE Est eres 1 Er ; 
ay : LT désignant des fonetio ons rationnelles de À ay, a ae =», HN ae 
A << Siok, RES à è 
FA holo orphes lorsque ces variables sont voisines i zéro. he. plus, ea RR NE À 


Le A con rvant les notations des n° 17 et 22, nous aurons ee ig aya Meets hare Vs 


ARNO ag AE | +R SANTE oY a 
in EE à . SNS 1 ‘al = ‘ y À ; $ L ; ‘ee 
Se wet oy Sinise ere ts 
FLE a Al gta CRT Sp ae Rhee. eee 
rs yh ANT ack é : É 1 Ÿ ÿ ; #2 NES : 
owe, a cola = 847), RES RATE FA 
Orga ay + D od = ES € LA : à. on * ¢ Le } 
ALES ae Mer 3 CER aor is 
étant très voisin aie Bre) à eae = ie ha 
, pour VI; afin d'établir I’ existence des caracté- Dee 1 ae NG 
el nous cE es sur ve un change | RUE CU" 
à & t 4 $ 
CE ae Beer 
| : à 
FES CE = 
apposé. remplacés au moyen de (6) en fonction a rr i 
i STE RUE et ‘ À Pt uA Stim one y ag PES DE 1 RUNS 
a À À » ces or die 3 ied Le oes Ê or \ $ à W ; 
a ssertion, on rapprochera dans (Gn) les termes an oh EE ; 
Bieta Sis Bey (rote 
AS ; ; A 
2 4 2 \ ke | La ri 
Be eae = run 
EE ; STAR 
ce Na LIN 
bp EH x CA PES 
; ee aks CR 
4 a, wid AX 
ote : À 9 
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Pout cela, nous  prendrons a abord i¢ ac 
(98) F NE À À. Hi +aut Sc tes alt Ps Ms Bas ; : 


où % est l’entier immédiatement supérieur ag, et nous nn 


les coefficients ds + Sry ioe gt maniére que Oe satisfasse à à une | equa 
tion” 1 APTE Rte \ é sa 4, jens hen £ ie 
ot om { a an ; % ie 72 "1 
GRR AE us | be bee "OF +4 cs Set 
7 F tar « F Lee Cal ate 4, oe 
à les nouveaux coefficients ds : ix . étant holomorphe É : 
LA Fuisqu On EE RAS te ee 
= at ” ing È 4 cee 


“inti le at à de : 
| oir de euh té rar 


enti 
une FA © (8) B par ee nine ogt; {au Re rabies . 


Met so trouverait u me ‘intégral Re 


14 te 
c 


k “ht 
A 

sat SIA at 

: 


où toutes re quadrature 

4 que devient or 
$i ine ments Gus * ves par l 
les formules ( : ti 


8 ‘ dé ren est van conséquence de (62) et (63) 


fs pu ques 1 Appatiieny Ales MERE MR Toi | AS te: 


i Tr. À . ” 
* 1 L é , le à ‘ 
if } ee 


at 


| on établira aisément les. inégalités | 
| | OC | 
Ot 


lin 


— — 1 


bE 


Ail <Be <Hr, as 


{ 


_ fixes | | 
4 Met engi ro ns ve - dE <u rat, 
nin 7 OT Or oN 


L 
i f 


Na 


none sur T yers une solution de (G,,); je dis que cette solution est 


__ morphe pour 1 on fr, sera donc une fonction holomorphe de to (ou, 
_ peut- -être, de £, et tj Levi, slo est un entier). On verrait de même. que 
Log (ta: : tig) est une fonction holomorphe de ¢,., nulle à l'origine. D'une 


< : 2 “Log (tvs! tty) sont holomorphes en &, et nulles pour ¢, = 0. En vertu 

| ae de la convergence uniforme des approximations, les fonctions- 

% er sont done aussi holomorphes en &,; en particulier, on a 

Ge) ? étant AUDE et par suite, lot i + ¥ Coyle 
Pde 27 te. 

si ses intégrales side ra ze 1) et ++ 1, BO Sont holomorphes 

Te 2, prennent d’ ailleurs en ce point les valeurs Va: VDt, 


usb ett, Bat les fone A Nae or ces An ager 


ats diviseurs introduits. “sont de la fine qty 5, 


Le 


:0 : : v 1:04 CO oe ni 
antité supé eur av Aly een te. ice de Neth Oe 
manière que. les eéelfcients dk take soient mn et passent, être 

pee ed BE pias shim ; 


SAP Pats - ne 
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et d’une maniére générale (' à, ul et p désignant des nombres pie 


“Ainsi, | pour r assez petit (2 i les approximations convergeront uni- 


holomorphe ent, APOE teh En effet, A’, est une fonction de ee holo-. 


. manière générale, toutes les différences %,,,,— Cane Liat Sioa by Ey; a 
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24. Construction des caractéristiques du De 
paras établir mating ne a Baie 


de variable a = =2, À 7 l'équation (06) prend st ÿ 


(99) à ee — Dn hi i ak (GE) 
' ane ; TN RS à er 


One rere membre ‘devant. s ‘annuler a rn Ly sa 
Nu d'après (93), (94), (9 : ae 


ae, = 1 - 


on aœl 
NCA tS oe, NE at - weg 
avec. f Ly Cate La. convergence ¢ de ee 
aisément. Posons sa $m ees abe | 


LE RES | OZ, À 
PES Ja ul <; RUE He ee us ÿ 

me Bl TR a St CE 

FE 3! 


y PUS At me 
he ; 
las 7 ÈS je: Ors Me EURE 


= 


o> À’ 


ce. 


; à ; ps vs =A ee _ 
4 ‘Ar side de lex presonde ae on trouvera ac ae 


Ay 


ER | gana supposons quo on n ait obtenu va 


sÆT 


Hie Fe ra+o ( i! Nite (apie 2,3, eg 
eden ie = as yo U= 1, 2,3, 4; 0S/ 
} de il or ah r Rant 


4 
Rae! A, 


ae Fae i une autre constante positive, La + fie dus sec ( 


D.  minateurles sommes & + (v—1)®" + + w'2ve'. La conclusion est 
D: alors immédiate : les approximations convergent régulièrement sur T° 
a du moment que |1,| a été pris assez petit (‘). 

Nous avons obtenu ainsi 2” familles de a” solutions de (G,), dans 
lesquelles les 3, tendent vers les valeurs ÿd, : t.VD, et t,z, vers A, et, 
_  ‘ cela, pendant que 7 tend vers l'infini sur I’, c’est-à-dire, d’ aprés (100), 

AE eer que ¢, tend vers zéro sur un chemin © dont le transformé © e! 
>) “dans le plan T=Logt; diffère très peu du chemin € décrit par 
LENS T, = Logt,: il suffit alors de rapprocher les formules (95) et (100) 
| SSI pour constater que les chemins © e’ remplissent dans leur plan un 


ae _ par le tableau 6. he 
3 A ‘s it, One retrouve bien la He des résultats établis pour ‘les 


_ données au n°12 permettent de préciser le rapprochement. Moyennant 
ae un choix convenable de la racine de l’équation fondamentale déter- 


aia … prendre ri 
. AE te à a, 7": Ra : ' , Vian HER "Le BR 
| et, tie même Exp oy paw Sn ! 


ie = Eee i AE VD Starnes, ; L a 


| d'où, d'après foc et (92), ; 
(on) Rene | APE Brant I(r. 
À n+3 


‘ 


N 


Or, d’a après l'expression | de 1,3, (n° 2, p. 198), h Ru Le 
comme pour VI la limite de À pour £= 0; o aura le même sens que 


aux formules (68), (69) de [VU]; de mème encore le ‘tableau (&) géné- 


Tu « ge = . 4 Ls 
‘ "€, à an j T1 tr” LAS 


05. Cas particuliers : Vs p= 


ee ie 
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rer à secteur. (exceptionnel) dont les Noter seront définies encore. 
Rice ss  caractéristiques exceptionnelles ( de première espèce de VI; les formules : 


oe ‘ minante relative au PURE I hy, l'équation linéaire (E, » on peut 


pour VI, et les changements d'écriture r;|r, ; raie permettront de 
pee des notations nl à celles de [VI], et des. formules (101) : 


_ralise les indications DDR à la fin du n° 25 de qu (p- 281- 202) 1e 


0. — dns atenant les 
noises précédemment écartées ue ee = et D ey o. Dans le 


ls TEE. 2 
Le: 2 
aoe 
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premier cas, on posera pour les valeurs correspondantes de l'indice k 
(102) :. | GB 


les équations (96) deviendront 


mais, dans le cas actuel, on a 


O, 2 
24% 


Q, étant une fonction des variables y, en) Cf Se ge (fÆE), 6.4; & qui. 


reste holomorphe pour p.,= 0; si on la développe dans le voisinage 
du point t,=0, v,=0, ses différents termes contiendront en 
facteurs 3 ou z,u,. Cette circonstance permet d'appliquer au système 
différentiel formé par les équations 
2 
ae) cn [072 =Q;; 

et par les équations restantes, du type primitif, un procédé d’intégration 
complètement analogue à celui des n°° 23 et 24. | 

Pour traiter le second cas réservé D — 0 -£ d,, nous opérerons une 
transformation qui nous ramènera au premier cas. 

Si dans l’équation linéaire (E,) on pose 


ge 3 wey th FRERE 
(103) nick Ra Te LS PRET FR Anar (Rae, MASSE 
À; ’ 
near very oe (FE 1 des R): 


l'équation (E,) aux variables a’, y’ aura même forme que (E,), mais 
les points singuliers 1 et 2 se seront permutés; les c,(4 n+ 2,n + 3) 
n'auront pas varié, mais c,,, sera remplacé par 


n+ 
y | 4 A 
na D Ch + = 


sri 


et? ii sera remplacé par Grae ; la transformation échange donc d,,,, 


à J f 1 À as ; a4 
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et D. De oho on trouvera, a l'aide de (103) et aes formules du n° 12, 


| (ob) 3 ESA (2) (2')- _ Ye) oe eae ties . ‘ . Ss 
1 À EP aN ae TO Ce NA ty SET 
a + eh Pos ™ i 
- ae et Ys étant Fast à l'aide des £, et des À; comme ¢ et AL à l ide des 
ae te et pare i Or, de 2) on tirera. PURE sty ace we SPA 
5 on (a eps: = “(1 = tx) (bento, ho NEA te ; 
LR Sn+ APE ET 
% Mere Gin an En er ; . a 
f ; we ; 


ne ier 6 NY tx 


s des z' étant définis | pour (E, ic comme les z ‘boûr (E,). Mais, ¢ si eon Laat + 
suppose ii bs (eo o, la valeur de D pour (E, ) sera différente de zero. i Fee 


: co et on aura Qa a 03 conformément à ive et ea on in ee bs 


be ec. 2 an A re nt, n Ha)” epee = 


les & pett, 3; , seront donnés | pari un n procédé a’ approximations succes- BY gites 
: ae _ sives saut celui de tout à l'heure. DST PCR LT : à 
Pa type Dore Ho ne ayy ° infinies. BAP ae ; 
M édion des n° 23-25 s’appliquerait encore au cas 
in où une partie seulement des Dé admettraient 
me racines doubles : les 3, restants seraient dé terminés par 
caractéristiques du type général. Il est une autre 
essite l'application simultanée des deux méthodes : Matane 
ù quelques-unes des z £ sont hae S'il en est ainsi, on 
"Bs par les formules (85). i 


sur F le eit ne oO corresponde à à. y= 0 nee 


pe 
a UT 


s limites finies: : mais s alors ces limites finies : ne "pour ke 


Th Nes 
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| = } oe son bore he | 
ront être ire ; d'après (86) ce seront ser s racines dou 1 
des Px(s de Ceci posé, on aura encore tr A st 


.* oo x 4 x a 
ae ee ae 2 (avec wer 2! ta, 8=-x COUR + 


les oh satisfaisant à à Re te ts 
«Gen. 
à On tire de 1 


ee IP 
py à 2 
à a 
La VOSS 
a! 


pas | | 
do où, en 3 posant - — & vD AR 


r rOUpeS; pour le 


A +: 


A vel | : f 
-ealeulera tbs is) ARE 
Arno mais avec c= ie | ieu 
iadratures); pe ur les z, rest notes a 


a Me ee on | se servira ade a me n® 2 


9 ale ver qui s oie VAY a ty Se : Ne 
FE si parmi les 3} ilen est v d'infinies, la caractéristique co 
| pondante spénara den+v ar PERORe Ct BoD pangee ¥ 
on aura it pu | lee croire a priori). K | ent 
— Pinfini introduisent 2v arbitraires (R ° à) bed par (107); les es lim 
des 34 restants étant dont nées par (G,), il wy a plus ¢ que n — v- 3 


art nouvelles ‘les. n D ees Ry tete ih ye ; 
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fee AS re a 
re on Les résultats de ce numéro et des n° 22- 25 ED de supprimer 
* la double restriction sabe aga la fin du n° 20. Sh 


- : 


EPA | Deuxième sorte. : 


"de 


eo: Eratente de =x" Aare bolomorphes — Traitons enfin le 
cas ou tous (‘) les polynomes P,(z) sont identiquement nuls ; on doit 
avoir alors d,=0 =D(k #t et n+1). Montrons de dans ce cas on 
Fe définir pour (G, si un système d' intégrales (i R,) holomorphes | 
cena 0. (avec Ro ét 2 arbitraire). fre | | 

Introduisons toujours la variable T dans les équations Gs elles ‘ are 


(dan\? i 5 ne. LA) 
\ OF. ata 4) J 

1 how Ans isi 1 
bh au ne Sn 


)5 on mitered les approximations 


À 2e 


Se 


* Fu 


| SRE d e Ex on Ste és à ZK corres- oe 
ct el; mais les 2 Be ne e seraient and olomofphes AA 


Rae AS 
HAN . 
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JU 2a ae Sl oe are ade br 
Soient Le. ES 
sv re av ae Si He 
7 L Pe % 


i bivat 3 ed tiv! 5 ie oo sv 


A ‘ À 6 n a Tunes r KA 
con | trouve aisément fe que jet 
RAT het 


a ve = xl w Arte 2 “ 


rar 


ti cuit ow 


es ee Say ou i ts =o 


ree ae) 
mek: 
ANSE 


‘ à k À ‘ ih 
— aractérstqnes de deuxième ‘spice. Type 
Ati À ss i "à ve: 


} iY rate d RENE L Nan LAS 
alt ae Posons s d'abord RAT ARS 


“UE QT 


KE CC 
_ db dest Fe 


no En s’ PRIT sur Pe équations ( ieee: { 0 de QE on. pent démo 
it la propriété analogue pect, Vi. Dae) BOE 
. | 4: he, here 
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Ce de, f ( ' à 


“pour former + nous observerons que les formules (30) sont ones 


_valables pour 4=n-+1, cas que nous n'avions pas à envisager dans - 
la théorie des PATES de première espace or ona 


wed k \ L 
Eni 
Saudi wt 


4 


chée de la remarque précédente cette égalité permet d'écrire 


CT Bi 
_ dant Y Si Are 
Oe = ion AT 


— L;- 


sf 


He ie 


LA 
“a 


à à envisager Cr par ene C yl 


ro 


2 of 
eats expressions | tirées de wee 
) 4 i an ae à > 
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vant, que nous appellerons système È Oe ; 


D y 


\ y wd 


+ 

(« ae ie EWE. asin S + a he oe dut Gr Dia 

0s | -d +. ey. 2 fe Dis 

dti = - 2) LA diane m5 Frs 
t à 


1 . ie ÿ Ag cy 
Wee 
a Ec (n= # ra 


20 


(115) 


7 S| ene OD) eat Lage, (2 CET, Rig 
nee système © By 5 nis QE si sont peers lode 


|: a G)ace3), daoa(ti5)at(3 00), arate Fis doit 
of expression (1 14). Rea, | 


PROS SES nl Aa | 
Cela étant; soit zp ret Se LA masi i, sh n+2) 
‘ ae = : 


tn Awe PAR Tale xen. cae par ‘crn 
les seconds membres ne devinssent pl infinis pour 4; — 


ait + 


des médianes de deuxième espèce eût été é impossible. 


(?) En ce qui concerne ahi, et les ah nous lèverons plus 6 les re 
vont suivre, 2 SR A ENT Fils ye enon ENRE 


< 
ft a i 
Le 
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4 
of 


3 : 2 telles, en outre que si l’on pose (cf. n° he 


be eas gee rates = 
on ait eet CD gs ite Bee 


a ’ » A 
ré 4 


Go) Ga an fn Bears asso 


| “ Nous allons montrer qu ‘il existe une intégrale du système x satisfai- 
2 sant aux conditions suivantes : pour | mi (suffisamment voisin de 
aro * _ zéro), Zn, se réduit az Brats tandis que t; tendant vers zéro le long d'un 
. chemin € issu de #? et que nous preciserons ultérieurement, les z,, 
Uy, etS tendent respectivement vers les z;, Ue et S,. Enfin, il existera | 

A % Mot nombre positif (oso < 1) tel que 4, tendant vers zéro sur ©, le ; 
… produit |, \t ey reste borné Supérieurement. ESS 


Ae ‘ 
: by Pits A * x ‘ 


A à “ ° lee bh er: 
Tas. a ir 3 


‘29. | L'intégration par approximations successives. — = Posons 


# +. ee 


5 ; KR A ‘ « 
1 à D i ‘ 


WOOP Ee ion Wis aS ay, 


PG) Bz oFnt (a- ae Ent) ge ds tr dns (a a— nl 


. q 


irs ÿ ons a 14) sous la forme 


Ris 


— TIRE Ao 


a PR Porc: | Lin 
Soins day (Ut a= 2500) 
LE Pt ne | sehen 


a se De pte Sn 
Ppa) 


0). Soient hie Me et ar les racines s (supposées 
ns iad 3 


D 


€ racine ‘double le (vente . de PG), 
a age? . 3 . 


Je diese if dy ae sé 


Lx 


êmes remarques que le cas s=0 


ei 
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i 
Ceci posé, ls systènie 2, ou, si l'on. veut, co, CO 16), (any) 
Boner Roe Tht Me PT ain ed ts Pe ‘A EU 
sR u—a, Se ep iy fas 
e ry) Æ : 4423 
ic u—a, S; Sn 5 Un; ti), 4 $ L 
DE ay \ 
Sab nas Un Oy 


Be 


% ahh 
Sis Sai Unit Oe N vas 


i 4 
1% 


assez petits et que la condition es 


ie ee; xy ey 


ARTE NS eee PES ihe | 


à es Faite positif nn to RTE par é quant hee 
PIN Pe ie ce sont également des fonctions | holomorphes de leurs rs argu 
pases ule ments | re spectifs, nee fois 6 que ces arguments vérifient t 124) 12 

he conditions ne i TAC LINE UND ALT à 


oran JUS AA I an ] 


(128) lai : nat Hs CET 


GATE 


sm mie May LE et My ‘ 


PORTE E-. Ge ae , GaAs es ‘ 
ee ale AE yk oh OMR AA Ge Naess ¥ Basar 
0 aA ie “comme e ure ‘ crs bs io à 

7 


ie À v- Or il est fac le de définir sur D oun algorithme. ven 
urnissant une caractéristique ss 


5 aa “+ à iles que nous avons énoncées. Partons ¢ 


se bad FRE TE US 
\ 5; % En none 
#2 a i a 4 
ha st wn 


“qui donnent ee au moyen fay (a 22) et Sus 8 40 au m cu ï 
se une façon générale, supposons que nous ayons calculé 
et £ nu où Fr a: Be et is one obtenir Vas ua 


- - 7 - 
Fe, n° Alias à est alors + polynome ae PAE | Aare oe général) ons rapport 
a A Logit, ti tt? ns ay est reer par log aa 5; js la discussion. | a5 
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affectées de P indice y + I nous averans ¢ a vee 
Lait a a Tee. 8 caf Pky du, 


Uy “+ = = Ut ie vo a, 


pte he bate , . 
dey, 
= Pa Fe eta Sa—8, ne 


LR Le AUX: 4 \. 
ue : y " 5 a ON , 
{ x 4 Pht lie " ony 
“ CE ‘ 


vet posons a re soa 


LB Fa a 


Lo mie 
PEUR Ce 
1 


alen 


SUN t 


É 4 


en aurignons ya ae iter (89) et. 


f (indépendant an sae ete rs “vérifiera | 
an: as vas de pile on ex ei chemin 


fe 


“4 A 17 à partir a 5. “Gomme, 
eront constitués « en général me 


à 


entres sont alignés dans la direction — 


: Sik ; 
en n général deux séries distinctes; 


la région i interdite. sera 
FA CFE: ES 


\ Sins nous arrêter d’ Lange sur ces ext 
_ précédents, nous observerons th en L vertu. des 


‘ han 


à E> Las be on peut écrire C be eet 


(29) di Si Sie as Sho oP Pe Hye va 


€ étant L toujours défini Le { (55), He He Hay et es loin H at > ty 


déduit de a Re : in ay 


vs 


vee l'on aura | a ia x as A RASE “a . 
Go). PC | ees ules Oe ere RE dore 
is | Shel TIS Al Esl LUE 


A \ 20, Hf bal 4 ra su LEA 
<hie + k ne ES ETS oa oe ae 
ENS TX \ro/ FU e 2 . [as NA | 


: on fh 5 È Ÿ 
MAP FOR) ky étant définis comme ae Or l'inégalité nécessaire ry SE 


1 


entraine SRE ‘ 


‘ 


NAT 
we 


LE are 


et apes (26) ca Go. 


k ee ee A ee Fie ere su : = 
2 | Rett ) Cette sure de ffectuer les limitations exig Oi 
FES A ; oy Wye AR Se LE GS Siar aD 
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1 à Re PS ARS to. | . i phos Ce | 
vantes : eae Gy nates he Wee aes Satay 


. 1 T0 ries PS or Aa ee ot : at y 5 
(a, te < Hy Car Des * Ajsi< Ay (lgro)/e,. AFUr< H;(lgri)’e, i 
CR LE ARS, Fos ah 


WH . a RE 


pep et 4 q étant deux bre positifs ate nous définirons tout à l'heure. 
BF ‘ us done que les inégalités (133) aient été démontrées pour 
RC = ont, sey 9 tT? et? établissons qu elles subsistent DOUr Lun 
- Observons d’abord que pour r, assez petit (et 24gr, 1), les condi- is 
_tions (124), (125) seront vérifiées quand on remplacera x 3) esis 
À a des symboles ar alfecté Bs de l'indice Pees Ÿ 


HR 205-06) a ut isant (122), on pourra écrire. 


“it x 


- a r \ 1 « SKA rt ‘Ty cs Le 
_ A; <Kkl— Pe AGe 
Pheer eh, Jet vt 
+ LA ¢ 7 be L ra 


1,1 


. sers 0: ant 
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Enfin, on déduit de (128), (136) et (134) 


(137) | F(G,, Uvis— ay Syii—So, 41) —F(W-4, uy— a, Sj— So; t:)| 
Q F dd ~-2) y 
= k,0(1gro)" q A 1 EG) (2) e!, : 


Q désignant la plus grande des trois quantités, g,, 42, g33 On tire enfin 
de (137), (131) et (127); | 
(138) | AE<E(gn) Re’, 


en posant 
G—o)H,g;= kolQ + Aus. 


Ainsi, d’après (136) et (138), les relations (133) sont encore valables 
pour j=v, à condition de prendre g2Q et g2q,; la valeur ainsi 
obtènue est indépendante de r, et v. Dès lors, pour 7, assez petit, nos 
approximations convergent régulièrement sur le chemin e; elles 
représentent donc une intégrale de X [ou de (G,)]. Or on tire de (133), 
en faisant croître y indéfiniment } 


onl pour 2lqr,<1; 
0 


t; tendant vers zéro sur €, S tend donc vers S,; de même les =z, et 
les U, tendent vers les 2; et les Uy; on a 3,,,(4)—32°.,, et l’on 


verrait enfin que |z,||¢,|-° reste borné supérieurement comme nous 


l’avions annoncé. 


32. Cas où 3, = 0: — Il s’agit maintenant de lever les restrictions 
que nous nous sommes imposées sur les 3; au n° 28, Laissons de 
côté le cas où quelques-uns des 3; seraient infinis ('); il se traiterait 
comme au n° 26 par la transformation (105) et d’ailleurs’ nous y 
reviendrons dans la quatrième Partie. 

Nous examinerons d’abord le cas où la éondition (119) étant tou- 
jours remplie, (118) cesse de l'être pour n’<n valeurs de l'indice hf; 


(1) Le cas où zÿ,, serait infini se traiterait grâce à la théorie des caractéristiques 
de première espèce; il faudrait utiliser la soudure entre les caractéristiques des deux 
espèces qui est décrite au n° 46. 


S rs (* 
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‘4 2 «+ mse 
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bey tr = f 
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a ee méthode restant la méme dans tous aa cas‘ nous supposerons que 


y 


Von an =1. Prenons donc z By, et z, AO(AES, i, n +1); nous 
_ allons montrer que dans le cas actuel on peut encore définir et caleuler | 
des rue de deuxième ao Posons 


HE ELA VAR 


Ave 


(89) | ae 


= ee ti 


‘transformation 8 applique a 


he +} 
\ ry ARTE 
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L PU 
. ry 
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d ar 
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L2: End) (4 snabtda ie Diait 
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> Ne 
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ve 
sf ‘ 
Ngee hy 
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ey ; 
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av 4 
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la den en dé radical étant celle qui tend vers + ou — 
sore So et. tans i infiniment petits) suivant pea Rae 


Reg CURE 


i 


vers zéro sur e’ (ee est-a- dire. suivant que > —— = Sgt tend rs 2 Be 
* a ‘ cage 
ou — 3). On aura ainsi 
bf fie’, Wiss | j 
| oo ns un ee 


t; lene ve vers. 203 sil viendra d’après } 


E +8 


eo ar Y ‘on voit que second membre de 


Fe te d 2) à 


Les calculs s sont ea es “mais s plus 


RE (On s'appuiera 


ir 


Eg TE sts aoe rr 


fa 


ak OR, et re wi œ par fear 1), act ean) ; 


oh v: ainsi i ransfover 'e eu 
eR ae : ES ‘ an 2e it 


ee 
ce 


Le ‘ 


re Are | # En es + Dia scan ee’ ap PR ule? 
È ‘ 3 


Li 
or once g ae I SRneLI Sa 


con transformera au moyen de las seconde ex ression le produit ets at; 


FAT kt: 
: As : ; ay 
Bie Ni sous la ee: parenthèse. En général, la tantonmation s'applique 


sae 


bake a eM Lr 


y® 
ey A la Bait da ‘un clove de Hddies es spèce (où 3 sj acvicut 
“ ete seulement d'être applicable à l'intérieur des “petits, cercles. TA gnés 
+ médiane, où 240 est petit; ce seront des régions d'exclusion | qu’ on étud 
: count Cgf, EVE: n° Sr Pp 978-275). vey PV FES me 


HA 
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_gueur ir les expressions obtenues pour ces dérivées; ces expressions s se 
À 2 comporteront dans: les approximations (!) comme les fonctions g 
= get; du système ©; rien ne sera donc changé } à la démonstration He : 
convergence. Sans nous arrêter sur ces détails nous nous bornerons à 
ate oS LE Re 


_ indiquer, les expressions qu’ on obtient pour 


a AL pte HN 4 


if _ annule, … Fnai ¢ on RS By ‘a 


à Pat's ily NO Sen s t ; ts on Æ 
ST RC a ee 
TS ee = Dtisisn % L 

E al sia +1 Ay : Rime 
eee ar +Ba- hens)} a 


he 


a * Da] +; 


Tg Be DE 


ee a , 3 à ; bas (Ss cen ; 244 IC FA LR wv, 2 bok ce 
ie AG hi). {[S 1 Kai —t) 2 Ag) 


a 


ps (aa ee 


zn(li— ti) 


ae Do+ + : 


a 


® res 
its LE 


cers et de ceux x des n° 30, 34, on | déduit 


À eee udions le ¢ cas “que à nous avions Fa 
Le polynome P | 3): possède un zéro double; pour les — 
ra ne 22 je nous faut hr les ne 
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restrictions (telles que mw < 1) qui résulteraient alors del’ application 
de la méthode générale. Or nous pouvons écarter le cas a=o que 
nous venons d’examiner; la racine double de P(z) n’est donc pas 
nulle, et en divisant par 3,,,(a —,,,,) on peut dire que l'équation 


a — Sn+4 


(147) dE ge 4 oS = 6 
7 


a—Sn+1 An+1 


devra posséder une racine double; cette racine satisfera à l'équation 


cie PEERS, Ans =, ia’ 
Posons 
(149) di (ari—1)*, Fair (27g — 1), 


de sorte que 7, et 7,,, désigneront deux quelconques des racines 
des équations fondamentales déterminantes relatives respectivement 
aux points æ =¢, etæ—o de l’équation linéaire (E,). On tire alors 
de (148) 
A — Sn ar;—1 . 
ere rm? 
le double signe étant inutile en raison de l’arbitraire introduit dans la 
désignation des racines; la racine double de P(z) sera donc égale 


vis 
à 4h avec 


| 2r naa 
(150) | = Ne Was YR 
\ ie ss 20 nig — 27; 


Il 


et l’on aura, d’après (147), 


So= (271-1) (27 np 1), 
de sorte que d’après (123) on pourra prendre pour s la valeur 
(51) | | PE CREME À | 
le double signe étant inutile pour la même raison que plus haut. 
Posons o = ve"; y désignant toujours.!’argument de T, on aura 


e cos (y + 3). 


(152) fl = re * avec o= —— 
| | cosy 


ee PEN 
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Pour que é, tende + vers zéro il faudra que Ts éloigne indéfiniment : à 


l'intérieur d’un gas ee (s ) Want les frontières ont i: arguments | 
T 3T Ly TRE 
ee Ô et em n ou © = + H ets “ — § suivant qu ‘on a sind < ou >o 


ï 


pour 62 positif on | prendra = en aux deux déterminations 
de o correspondent ainsi deux secteurs différents de la région ee i Mee 
Cela étant, nous poeereee encore _ eh | 


À 


sens : 


ad , 
ae t 4 
¥ : Hi be 


ett nous montrerons | que Gene l'hypothèse où ae est ce de 0 et 


as ide, api. existe une infinite d’ intégrales de (G,), dépendant d'une cons: 


tante arbitraire, telles que t de tendant vers zéro dans (8), pet t, 2 tendent 


vers zéro tandis que les z, et les U,(4 Lin +1,n+2) tendent vers 
oe des limites By Us arbitrairement données [mais vérifiant pourtant (1 19)]. 
ms cet de puns A rats (Ga) p par un pos oe nous use ; 


agua en QI 


MG a NU PES my A FE 
À REX one eee sees 
Pianist 7 yy, INT 


> É (ip = = 0581 done 4 at 
la parte prépondérante de (I 53) 8 sera | 


1: ; 
eh 
À 
baby 


Satara 


si 


99 a du Mbbete re ét aussi lees Giles de nn Fa 
rd LE sont Fos actuellement par ravi et ri). 


\ 
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les fonctions.a,, ..., / des variables indépendantes p, 2,, 4; étant holo- 
morphes quand p, t, et 3, — 3; restent voisins de zéro; de plus e est un 
polynome du second.degré par rapport aux U,. 


35. Convergence des approximations. —. Procédons alors comme 
aux n° 23, 24. On montrera d’abord qu'on peut trouver (‘) des coeffi- 
cients a;, b;, c; tels que, si l’on pose. 


q+1 F q+1 g+1 à 
(155) p=p+Ù ajt}, a= a+ > bys tt, Ui=U,+Ÿ Cali 
j=ie À ‘ j= Eng j=1 


(g désignant l’entier immédiatement supérieur à & — 2), les nouvelles 
fonctions 9’, z,, U, satisfont à un système 3, analogue à », mais dans 
lequel le terme e¢;' de (154) serait remplacé par un terme en et}, 
e’ étant holomorphe dans les mêmes conditions que e. 

Cela-fait, on établira, comme au:n® 23, que ÿ possède oo ?”-? inté- 
grales holomorphes pb, 2,, U,, telles que t, tendant vers zéro, les z, et les 
U, (k Li, n+1,n+2) tendent vers 2n — 2 valeurs arbitrairement 
choisies et p vers zéro; comme d’ailleurs à chaque système (G,,) cor: 
respondent deux systèmes Ÿ (par suite du double choix possible dea), 
on voit que (G,) possédera deux séries æ *”~? d’intégrales holomorphes 


de seconde espèce (?). 
Effectuons enfin le changement de variables 


age De 2e, SAN — A 4 f 
A= p+ p,! Sp 3x + 24, Ups Ur + Ug; + À 


KIB NAS OS | a RSA 
on établira que p, 33, U, satisfont à un système analogue à Ÿ, mais où 


——————————"— À 


" ; . . + . ; * ¢ 
(1) Il y aura généralement exception si & est un entier: dans ce cas, on rempla” 
cerait par &y4 ae Logt; le dernier terme de (155); rien ne serait changé aux 


développements qui vont suivre, si ce n’est que les intégrales séraient holomorphes 
én ¢; et t; Log tj. \ 


(?) Pour les intégrales holomorphes de première espèce du n° 93, les limites des Sk 
ne sont pas arbitraires, et ce ne sont pas 3;, 3,41 mais ¢;z;, tiZn41 qui restent holo-. 


morphes à l'origine. Ici, les limites de z4 peuvent être choisies arbitrairement ainsi 


que celles de leurs dérivées ['a’après (116)et h Fa 1]; enfin z;'et an sont holomorphes, 
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les coefficients correspondant à e tnt identiquement nuls. On 
intégrera ce système en posant d’abord 


ee A AS 
po À €7, Sig 0, U pene; 


We 9 # , 
puis d’une façon générale, 


20 


A te De aks Fag sue: ô 
Das f te? Ay'dty— + de te? Aydt + Adz, 
À : 


A, désignant ce que devient le second membre de la nouvelle eus 


TX 
(1 54) lorsqu'on y affecte les symboles Wariables de l’indice v, et z,,, A 
étant toujours définis par (127);, (127),3 enfin les solutions holo- 


morphes employées ,, U, sont celles qui tendent vers les valeurs 
initiales assignées à 24, U,. On établira ainsi que D) Die une solution 
répondant à ces conditions initiales et telle que p : : AË él ¢, se :oAd 
tendent vers 1 lorsque 4, vers zéro sur un rayon de (s), la convergence 


régulière des approximations successives étant assurée pour r assez 
petit. ea 


36. Cas particuliers : d,=.0; ’ dx; 0. — Dans ce qui précède nous 
avons supposé A = — 1) o. Examinons maintenant le cas où il 
en serait autrement, et supposons d'abord h=1, ce qui exige, d’après 
SE et Ne d;= 0. Posons alors 


| Bh a i, a+ Z'2,= y; 
lé équation (G,) s’écrira (pour k =n-+ 1) 


ey | egy ne 1). € Oh à 
(156) Det ee (Fy Xs Fk Usage i 


avec : | : rs 3") à 
. 2 if 
/ > a= Pa) 7 OA 0/13 +0" hy ae. 


A Ofer di gic by 


. Considérés comme fonctions des variables A, 1, Sis ti, les coefficients 
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sont holomorphes pour|y|<1, ||, |;' | bornés (') et | z,| suffisam- 
ment petit; de plus, y est du premier degré et € du second degré par 
rapport aux U,. Choisissons alors pour a l’une des racines carrées 


; : 2 pts —1\? : + 
(non négative) de (*=u—*) et construisons le chemin © de 


manière que sur @|t?|==7" tende vers zéro avec ¢,. On fera les’ 


approximations 

Sep ey Uy = Uf, Agee Ade, Zn4,0— a +A}, Zi = — À$ 
et Yo = 0; puis 
zu = ht | Oxo dt, Ua US +f Ms dti, 
| 0 
d'où l'on déduit (2) | 

\ea—sa|<Hirt®, © [Ua Uno] <Hir, © [ul <Bir; 

de la formule | 


19 LA }\ 
Apes — f so hoy X15 Shas Us; u) dt; 
0 


Se Ot; 
1-5 ti * Oko \ | ie 
FE, He A ? ko» Xray 4; Un 4 dt; + A4, 
dt 
2g%0 i / 


et de l’expression donnée plus haut pour $ on tirera 


ma = 
elle Hort oe 


H,,..-, H, désignent des nombres positifs fixes; w’ est le plus petit 
des nombres 1 et &. D’une manière générale, on montrera qu’il existe 
un nombre positif H tel qu’on a quel que soit v 


H 2er 
Lo ayl< tent, [Us Us] <a (arr, 
H $ yo" 
| Ay — Avs |< star) ee: 
H f ’ 
| Siv — 3i,v—1 | i mt CARTES |&n+1,v — Sn+1,v—1 | < a (a Pwo, 


———————————————— 
(1) Dans le cas contraire, on procédera comme aux n°* 96 et 32. 
(?) D’une manière générale ¥ et 2»41,, seront définis par (5). 
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CH et a Ddac pak els constantes positives dont la seconde croit avec 


ste yd. ailleurs on observera que dans eh (1 17) le crochet ¢ qui 
CET 


2 À ly n rest done pas 


contient : se réduit actuellement à = i (Mex 


nécessaire a caleuler S. Enfin l'expression 


ei 
am : 


SD ered een wee MU Te 
Wiis ia RARE RE 


a 3 


1 


“au à doit ¢ être plus st qe 1, est de Parade. ne ar®’; la ‘convergence 
sera donc. assurée dans un certain secteur de (R), pourrsuffsamment 


2 LT 
7 + 


étudiera den même le second cas réservé b= — o où ie CH ES 
| pose Fei a= @ Se a+ a) et Von parviendra à un 
‘système différentiel, contenant une équation analogue AUS, et qu On An 
pits; era comme 8 lessystème précé scédent. DEN io a mo 


ernie 


à: 


| Deuxième sorte. | 


Dy oo en See ainsi 
un nie BF an— 1 valeurs arbi- 


( 


AT 


\ie-< fi 
¥ Ree 


oie we ag * 
Reema Orgies 
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les approximations 
En+1,0= %n41( 0); Bio 3%; Uio= UE (kKAt,n+1,n+2), 


li dt, ti 
En+1,v+t — 3% +f mf Pe dt; 
0 tj 0 


combinées avec (127), et (127),; et les intégrales seront étendues à 
un rayon de la région (R). On montrera aisément que sur ce chemin 
la convergence est régulière, que les fonctions limites définies par les 
approximations sont holomorphes en o (où elles prennent les valeurs 
z°.,, 3%, U?) et qu’elles satisfont à (G,); enfin, on vérifiera sans,peine 
‘ que la fonction S correspondante 8 ‘angle à l'origine : on a done 
bien P(s) =o. + 
Les transformations des n° 32, 33 sont encore applicables. 


TROISIÈME PARTIE. 


POSSIBILITÉ DE REPRÉSENTER PAR DES CARACTÉRISTIQUES 
L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE (G,). 


38. Dégénérescence de (g,, G,) en (g,_,, G1). — Nous nous propo- 
sons maintenant d'établir que dans le voisinage du point singulier 

= 0 toute intégrale (G,) peut être représentée par les caractéristiques 
qui viennent d’être construites. La démonstration qui va suivre fait 
intervenir la variation d’un second point singulier de (E,), soit x =, 
et procède par récurrence; elle repose sur cette proposition fonda- 
mentale que nous allons établir. 


Lorsqu'un des points sin guliers t; t; tend vers un autre point singulier t,, 


les z,(h =£ j et k) et 3 + 3, véri fient un système (8,1, Gy.) aux variables 
the de à 


by, wens tj) titi AT ty. cs byes 
aux fonctions inconnues : . 


uy sets 5 j15 3 j+1) ees Sj Sk, ..…, Zn+3s 
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“#0 babi fn dy D dj, AE d, : ae didi (et), % 


A } 


La constante d étant arbitraire; de plus, à la limite, le rapport 3: 34 est 
© fourni en fonction de Li, sin RE PPT L; par une quadrature de 
_ différentielle totale. D'une manière plus brève, on peut dire que la 
fusion | de deux points singuliers fait dégénérer (en G,) en un 


time (Bi G,_) C Re ls . 
oe Here pee le théorème dans les deux cas : 


ci Mal ght a der : 


AE ‘ Aro 


ene he Leann du potes es ne 
ela étant, nous js ie i t= J le Sete (gr ca aura a done 


a 
a 
4 ‘ 
ll RE 


LA # 


son développe : 


“ei 


FAT Ne tal 

L A en . 
d’être. rappelée. CU 
les Ue ea ia qui abs) 
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système dont les inconnues seront les fonctions-limites 3,, ..., 2,45 
Zisis ces Snr Ly Zn d'une part, et ¢ d’autre part; remarquons que les 
n +1 premières vérifient déjà un système analogue à (5), mais où 
manqueraient 4, et ,, et où Z jouerait le rôle de z,,,. Ajouton$ que la 
limite de (g,) s'obtient aisément : toutes les équations (g,) écrites 
avec les indices À, j, r (A et j étant différents de ¢ oun + 1) conservent 
leur forme; et les deux groupes d’équations où l’onah=zioun+1 
donnent à la limite 


| | a OL ey. On 
(159) ty Bn 5p, — bats ge = (I EG 
A C Fs av — . 
(160) Line Bs ted Ge AA 


en ce qui concerne (g,) notre assertion sur le rôle de z,+ 2,,,—=Z se 
trouve légitimée par (159). Le 
Passons aux équations (G,), la variable indépendante étant t,. Tout 
d’abord, cherchons la limite de 2"N, (n° 2). Les N,(k Ai et n+1) 
conservent la mème forme et la somme 2(N,+ N,.,) tend vers la même 
limite que 


te LOD Gal ae 
(161) t = in (2 ee th ate LT 
en posant 
= 7 vy \ 2 
(162) Q= UT Vy hy En. 
| ant(e—1)\%m/ fr 
Cela étant, écrivons les équations (G,) pours =cetk=n+1; à la 
limite leur somme deviendra (') ‘ 
PEEL A Ob Net Tope, 02 
(eer ete ACA ns 
71 , 
tn 


| Ai As 0Z\? d,Z?—"O22 
tase [2 Ne (5) Sy heeea tae | 
OL da, Z?— Oz? 
ate CE ean AES 3 eZ (s— +). 
n ham tn 
D'après cette équation, et d’après les équations restantes de (G,), s’il 
était établi que w se réduit à une constante absolue, nos affirmations 


ee 


(*) Les accents placés après le signe = signifient k Z i, n, R+I 
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il fe, eae waren 


Minkg 
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[4 
1 fie 


kr 
4 - 


1 Oty dt co tah Otek 


+: Zn dl On hy On | Cast ae TAR a. “a 
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sa. ) diférentiée par an à. ie {substituons He 


Jo a a aT. 
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l’aide de (159) et (160) on trouvera aisément 
Os 
Ol; pe 


ainsi done se réduit à une constante absolue, soit d; et les équa- 
tions (163) constituent bien un système (G,.,), contenant une con- 
stante arbitraire, d (sur laquelle nous reviendrons au n° 40). 


Enfin, on trouvera aisément qu’a la limite € satisfait à l’équation (‘) 


dé so el NS 
Vdi(1— 6) + dut =di(i—Eé) t;2 ? 


j=1 


mais nous n’aurons pas & utiliser ce résultat. 


39. Demonstration du théorème fondamental pour t, voisin de 1. 
Revenons à notre proposition; il s’agit d’établir que dans le voisinage 
de ¢,= 0, toute intégrale de (g,, G,) peut être représentée par des 
caractéristiques de première ou de deuxième espèce. En d’autres 
termes, soit | z | une intégrale ne de (g,, G,), intégrale qu'on 
peut supposer définie au point #?, ..., # par des conditions initiales 
quelconques; en choisissant, comme nous le ferons, la représentation de 
deuxième espèce, il s’agit d'établir qu’on peut faire tendre t, Vers Zéro 
le long d’un chemin €, de telle façon que sur € les 24 S et les U,, par 
exemple, tendent vers des limites bien. déterminées (finies pour S et. 
les D). 

Pour cela, nous procéderons par, récurrence; supposant qu'on ait 
-démontré le théorème pour les systèmes (g,_,, G,_,), nous montrerons 
qu’il subsiste encore pour (g,, G,); comme nous avons établi directe- 
ment la proposition pour (G,) (*), il s'ensuit bien qu ‘elle sera valable 
pour (g,, G,) quel que soit n. 

Or faisons tendre 4, vers 1, et appliquons la proposition du n° 38 


oo 


(1) D'après (159) le second membre est bien une différentielle totale, 
(*) [VI], p. 295-312. 
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en n prenant actuellement j = =n, k= n+ 2, soit C Ji 
po LE eve, az ë), ie. 

ake PE 
DITES bros Tal pourra être définie par les palettes’ G soe qu ’elle 
- prend au point Bare tN cits tit, =1-+ 60(|€0| a 0). Nan) 
nous nous bornerons actuellement aux intégrales pour Rite ie 
valeurs précédentes satisfont aux conditions GALLES ER ike 


aclal<r : n<ll<r, | n<itlcws ie m<li—ël, 


ie 
7 I" 


_— 


ee: “¥ 
1148: 


(ax 


3) restriction que nous venons d able Soit. ase (D). 
u à domaine quelconque) du plan t,, Où, pour € = 6, notre 


: | intégrale y Re les conditions te ys d’après le théorème classique 


_ de H. Poincaré, cette intégrale pourra être développée en série procé- — Z 
: dant uivant les puissances entières ¢ et positives de € — ¢,; le dévelop- 
ment sera convergent dans (D) pour |e —e,|<m,, n, ne dépendant — 
> de net nullement de So A qe ts reste inférieur à à. 


PO rv euagrae pale ee a aa d vey tnté- 
] d’un certain s sième (Bras Gra)s le développement en série | 


sui ant les pul ( Ree. ae de € et QISSAnLE 


ue tn Ve 
es de (Gi G Cr peuvent être 
le voisinage de 4, — 0, et il 
qu'on peut prendre el assez 


Gus) ae vérifient en {} en we 2 
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conditions [C()] vérifient sur tout un rayon e’ ("), convenable- 
ment choisi dans un secteur (s) du plan T==Log(z,: ¢), les condi- 
tions [o(2)]. A l'infini sur e! les U, tendront vers des limites finies; 


de plus, pour |¢| très petit, on pourra considérer e’ comme fixe, car 


varieront donc très peu avec €. 

_ Toutefois, ceci ne prouve pas encore que T tendant vers infini 
sur €’, y par exemple, tende vers une limite déterminée (finie ou 
non): rien ne prouve que pour || très petit et |T| trés grand sur €’, 
2, ne soit pas indéterminé dans un cercle dont le centre serait la limite 3; 
de z, et dont le rayon serait infiniment petit avec e; et la même remarque 

s'applique à S et aux U;. 

Mais l’objection est facile à lever, car les [U,|, par exemple, reste- 
ront bornés pour |¢| suffisamment petit et |T| arbitrairement grand 
sur ©’; or, nous savons calculer un nombre positif p(M) assez petit 
pour que |¢,| étant inférieur à p, on puisse trouver une caractéristique 
de deuxième espèce telle qu’en £, les 3, prennent des valeurs quel- 
conques et les U;.des valeurs de modules <M (*). Donc, pour |¢| 
assez petit, c’est-à-dire pour |t,—1] assez petit, notre intégrale — 
soumise aux restrictions [C(n)] — peut être sûrement représentée 
par des caractéristiques dans le voisinage de ¢,= 0. 


40. Tutortme. — La constante d de (G,_,) est égale à s*. Il faut 
montrer maintenant que le résultat précédent subsiste quel que soit 


(1) Exception faite, peut-être, de certains domaines très petits avec n et qu'il faudra 
contourner. 


(2) Nous verrons même que s est indépendant de ¢ (n° 40). 
(3) Cela résulte aisément de l'existence du nombre Ry (fin du n° 33) et de la possi- 
| Osx 


bilité de choisir ¢; assez petit pour que [zx — 20 | et (fin du n° 21) restent 


arbitrairement petits sur le chemin, entre t;,et 0; ajoutons d’ailleurs qu’on a actuelle- 
) ment 2% = 24. pe 


Æ É 2 . . . . n 
les frontières de (S) ne dépendent que de s qui, a priori(*), varie trés - 
peu avec €; sur le chemin €’ les successions de valeurs des 3,, S, U; 
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t, et en particulier pour 4,= t (n° 39). Or supposons qu'il n’en soit 
pas ainsi, et faisons décrire à 4, dans son plan un chemin I issu du 
point 4, — 1 et aboutissant au point zt’; par hypothèse, il existe sur T 
un arc y, d’origine 1, ouvert en son extrémité 0, et tel que pour tous 
les points de y la représentation dans le plan T = Log(t,:1°) est 
possible par caractéristiques, tandis qu’elle cesse de l'être pour 4, = 0: 
nous allons montrer que l'hypothèse est absurde. 

Nous observerons tout d’abord que, pour tous les points de l’arc 
ouvert y, les 3; 3, tendent sur €’ vers des limites bien déterminées 3,; 
d’ après le n° 38, ces limites sont des fonctions de £,, ..., tthe MATE 
t, qui vérifient un système (2,,, G,_,), où la variable principale serait, 
par exemple, 4, ; d’ailleurs le passage à la limite de (g,,,G,) a(g,,_,, 6.) 
ne saurait offrir aucune difficulté, car sur e’, pour |t,] assez petit, les 
conditions de convergence sont sûrement remplies, d’après les pro- 
priétés des solutions-limites [qui sont des caractéristiques de (G,_,)]. 
Je dis que pour ce système-limite (G,_,), la constante d (n° 38) est 
identique à la constante de deuxième espèce s? (n°29), 

Effectivement, reprenons les calculs du n° 38, en conservant 
toujours la notation j = 7, = n +1; grâce à l'équation 


dry ds th Ze OFn et Bn O5% 


166 = — 
( À Ot, tn—lp Zi dt; ty — ln 3; Ot; 
(n° 10), il viendra 
tn us ib FEV OZn Hes), 
By Otis 2? : £n Ob Ot; 
puis 


Bel (BY 8 (in Be ties) 
AREAL 1) On 4 i Sn41 Bn Ot; Ot; 
Or GC ), sauf sur une parallèle à une médiane de première espèce (?) 
(c’est-à-diré sur une parallels « a une frontière d'un secteur de 


‘ ‘ a ; 


(1) On a le droit, par hypothèse, d’appliquer la théorie des caractéristiques quand 
tn appartient à l’arc ouvert y. 
(2) D'ailleurs, dans cette direction, les 2x deviennent indéterminés (cf. n° 47). 


Ann. Fe. Norm., (3), XLII, — SEPTEMBRE 1926, 33 


ait 


résulte de Ja que ¢, tendant vers 6, les frontières des secteurs ($) (qui 
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deuxième espèce), le rapport 


Zn+1 On, O5n44 | } \ 
Sn dt; dt; 


tend vers zéro commet, z,; l'expression (12) tend donc poet |T| infi-- 
niment grand vers la limite de | 


SP NE RS PESTE 
i 


Si 3n+1 Zi Sn+1 


=—2S+ dj+ dn.,— D t7 3; 4n+1) 


f 


c'est-à-dire vers s? (n° 29); et les calculs du n° 38 montrent que s est 
indépendant des t,, fait bien remarquable qui se rattache étroitement a la 
solution gue nous donnerons du problème de Riemann (n° 56, p. 297). I + 


ne dépendent que de s) resteront fixes; en particulier, on pourra donc 
supposer que le chemin e’ n’est parallèle ni à une frontière ni à une | 
médiane du secteur. É 


4A. PT des fonctions-limites PE ‘formation du système diffe- 
rentiel qu’elles vérifi ent. — Étudions de plus près les valeurs-limites 


des = za et des U, comme dépendant du point 4, de l’arc y. Les limites 3, 
des =, (limites qu'on aurait pu désigner, d'après la seconde Partie, 
par 3!) peuvent être définies comme étant les Re du système 


Ga) due (405 quis prénnént. ene, 400, US 
1 + €, les valeurs 

3; (3 1 3; 1 se Os A sin, CREER ee On, 

. , ee +15 7 “n> Oly Ole Ol , Ve 


ces dernières étant les limites pour ¢, — 0 des symboles analogues [3] 
qui définissent en 1,= 1 + € notre intégrale | |]. Cela étant, posons 


tx Os 
x = lim = —; | 
et) Si At; { 


J 
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nous aurons ainsi, d’après (116), 


di OS nut 
(16 ) U Pre U AA Sky: 3; Ot; 1 $ Zh 
7 = mU;— D ee Hh Ope er 
li=0 a Cr di =0 Sy ae ae ty 


en supposant que sur © lé] croisse indéfiniment. Dans le cas où 
Z=\lim(s,+ 2,,,) serait nul en 4, on aurait, d’après (145), 


qv k 


(168) V,=lim V,;= Fe. 


Nous nous proposons d’établir que les p, restent bornés quand, tend 
vers 0 sur y; à cet effet, nous formerons d’abord le système différentiel 


vérifié par les p;. Tout d’abord, considérons le système (g,,) écrit sous 


la forme (166) (4 #7, n, n +1); sur tout arc fermé +’ appartenant à y 
le second membre converge uniformément vers sa limite pour ¢,= 0; 
on peut done écrire 


& by— tn O05; : 
(169) Pe = = Pn 3 + 4 (Ki, n +1); 


et il n’y a plus qu’à calculer 9,. Or posons 


de sorte que c tend vers p, lorsque t, tend vers zéro; on aura 


dc c a (Ss) th ® Ora; 
Sse = 
Obs th | dt; 3; ot? 


Explicitons la dérivée seconde à l’aide de (G,) et passons à fa limite 


comme tout à l'heure; il viendra 


F Ph: pa Pr 02, L ob dn D Does 
ER RE me ia (Van oe T 
m/e) Otn SB NMS OE ne FDS pune 2 a nän 1), 


en posant 


SE Pa ln ee Le dy 2}, — dy à] AE CELA po a, dnb 


Otn an (tp— tn) 


D'après (169) et co les ‘p, et 0, sont des fonctions méromorphes de 
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1, en tout point distinct des t,(h #7 et n); ils ne peuvent donc cesser 
d'être bornés sur y que s’ils présentent un pôle en 0; nous allons 
montrer que l'hypothèse est inadmissible. 


42. Tutortme. — Les o, restent bornés quand 1, tend vers 0. Moyen- 
nant au besoin une transformation (105) on peut toujours supposer 
qu’en 6 — et par suite sur tout are voisin y! — les 4, restent finis. Je 
dis qu’alors, sie, présente un pôle en 9, Z s’y annule nécessairement. 

Supposons d’abord 3,(0) #0. D’après (170) p, aura en 9 un pôle du 
premier ordre; et en posant z,(0)=c;, on pourra écrire, dans le 


voisinage de 0, 
Cr Tn 


Pk = pr HO . (Tr 0). 


Mais, en vertu de (41), ona 
s— 2"tx VD (zx — hk) (34 — Pe) =" pas 


: d’après (33) et la définition de 0x3 Or (*)s( = st 1) est constant; on doit 
donc avoir | 
Se Che 07, Don (8) =0: 
On aboutit à la même conclusion si z,(0)— 0. En effet, d’après (G,) 
et les équations (5), z, possède en 0 un zéro du premier ordre, soit 
Zn—=C(tn—0)+...; 
- on aura donc 


Tr Ck 


PP eth NIMES (KZin,n+i); 


mais l'équation (170) montre qu’en 9, b, est infini du premier ordre 
au plus; on en déduit, puisque s est constant, 


< 


Cy ejola te Cply te Cry te es Cn 24 te Cry = 0: 


Or, comme z,() =o, la relation (5),, écrite pour (G,_,), donne 
alors Z(0) = o. 

Ce point établi, remplacons le système (G,) (où ¢, est la variable 
principale) par le système équivalent du n° 33, aux inconnues z,, 
OEE To SAAR DET RSL VIS ED CPN RE ORNE 

(*) Voir, par exemple, n° 46, p. 271. 


| 
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S, V,3 les équations (144), (145), (146) en représentent la limite (*) 
quand on fait tendre z,+ z,,,— Z vers zéro. Si 0 est un pôle pour 
les p,, sur ©’ et y, dans le voisinage de 4, — 0, t,— 9, |Z| sera arbitrai- 
rement petit; les | V,| et | z,| seront arbitrairement grands. Soit (¢,, #!, 
un point appartenant a ce voisinage; quelque voisin que ce point soit 
de.(o, 0), les 2, y sont finis, et de même les V,, car la singularité 
polaire #,—0 est isolée; or ¢; variant seul à partir de ¢, sur €, on 
aura, d’après (145) et (146), 


ds _ 
dz, 23 


(171) Rey 1+), 


| Q| étant arbitrairement petit si (7, 1!) a été choisi assez près de (o, 4). 

Mais z,(t,) n’ayant pas de pôle en (0, 0) reste uniformément borné 

sur l’arc envisagé du chemin €, si voisin que £!, soit de 9; d’après (171) 

| V,| reste donc uniformément borné, soit inférieur à a, et l'existence 

d’une singularité polaire est inadmissible aussi bien pour g, que pour V,. 
LD 


43. Application au théorème fondamental, et suppression de la 
restriction du n° 39. — Or, comme nous l'avons rappelé au n° 39 


(ad fin.), lorsque les | V,| — ou les |U,| — sont bornés, soit pour 
IV; <M (£Zi,n +1), 


il est possible de calculer un nombre R tel que pour 


(@) a (Log js) eS eee 


on puisse construire des caractéristiques qui représentent une inté-. 


grale prenant | en ¢, un système de valeurs quelconques Ceca er PR 
LONGER ny 3ns9, tandis que les |V.| y prennent des eon <M. 
‘Meluclioisent’ calculons R en faisant M= 3 ; il résulte de l’analyse du 
n° 42 que pour Log(4, : t;) assez loin dans (®) ona sûrement AAE@L 


sit, appartient à l’arc ouvert Y; or l'intégrale [=] envisagée en un tel 


_ (1) Abstraction faite de la limite de (114), facile à obtenir, mais que nous n’aurons\ 
pas à utiliser. “a 
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point #, est une fonction continue (‘) det, surl’are ferméy, pour t, =9: 
l'intégrale est donc encore représentable par caractéristiquespour?, eau: 
Le chemin I’, aboutissant en ¢°, ne saurait done être coupé par aucun 
point d’arrét tel que 6, et l’intégrale est encore représentable par 
caractéristiques pour t, = ¢), ainsi que nous voulions l’établir. 

Mais, pour que notre théorème fondamental soit complètement 
démontré, il faut encore que nous nous débarrassiôns de la restriction 
que nous avons introduite au n° 39: nous avons supposé que les 
valeurs initiales des intégrales de (g,, G,) satisfont à des conditions 
de la forme [C(n)], pour t,=1-+ € (avec |¢,| et |z,| suffisamment 
petits en’ fonction de n). Or supposons que la représentation par 
caractéristiques dans le voisinage de 4 = o ne soit possible que pour 
les intégrales dont le point représentatif 


à as 
A aS De Oz 
m (3, easy Sry Oi? EE des) 
* 


des conditions initiales en (4, 
domaine (A); soit p un point frontière de (A). Envisageons les inté- 
grales définies en (¢?, ..., 4) par des conditions initiales identiques 


’ ë A 
aux 2n — 1 coordonnées de p, Sauf la première, par exemple, 3, =c 


que nous ferons tendre vers la valeur frontière c, [de telle sorte que 
are £ décrit par le point m correspondant reste dans (A)]. Par 
hypothèse, sur tout arc fermé appartenant à ¢ (au sens strict), 
U,, ..., U, (?) admettent des limites finies quand ¢, tendra vers zéro. 
Considérées comme fonctions de l’un quelconque des t, (ki), ces 


1,) appartienne à un certain 


limites vérifient un système (g,_,, G,_,)—(170), à points critiques et . 


à singularités non algébriques fixes; or cette remarque permet d’élu- 
cider l'allure de ces limites, envisagées comme dépendant de la 
constante c; il résulte en effet d’un théorème de M. Painlevé (*) que 


- 


(1) Du moins pour t; suffisamment voisin de o, et moyennant, comme nous l'avons 
dit, une transformation (105) éventuelle. 


(2) On remplacerait les U, par les VA si cela est nécessaire. | | =, 


(3) La démonstration procède comme dans les Legon: . professées a Stockhotm, 
Paris, 1897, p. 36-38 et p. 415. 
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les fonctions-limites U,, ..., U, ou bien sont holomorphes pour c = c, 
ou bien admettent tout au plus c = c, comme singularité polaire ('). 

Le premier cas est à exclure: sinon, pour les points ¢, arbitrairement 
voisins dezéro, les |U,| seraient bornés quelque voisin que soit m de p, 
et p ne serait pas point frontière pour (A). Dans le second cas, le 
point © = c, est nécessairement pour les (z,, U,) une singularité indépen- 
dante des t, et des t}; sinon on ees les U, comme fonctions 
de t, dans le voisinage du pôle t,= 7), pour c=c,, et l’on serait 
ramené au cas du n° 42; on peut donc affirmer que p restera un point 
frontière de (A), méme si l’on modifie très peu (7) (4, ..., 0 
Montrons que l'hypothèse est absurde. 


Effectivement, sim est un point ae (A) suffisamment voisin de p, il 
A 


0z « 
existe Las les plans complexes 3 PRET a un système de 22 cercles T 
i 


ayant leurs centres aux 2n coordonnées de m et he contenant sur 
leurs circonférences qu’un seul point frontière : le point p. Or, il est 
toujours possible de substituer au point (t!, ..., t,)==t° un point 
voisin 1, tel que la même intégrale, définie par p en 1°, soit définie égale- 
ment ent, par un point m' intérieur (au sens strict) aux cercles T: on 
posera 
DR D aan at (ce ah réels): 


et tout reviendra à résoudre un système de la forme 
D'(ayzi+aa)=e  (i=1,....,2n), 

jaa 

où les a’, a” sont des quantités réelles formées à l’aide des coefficients 
de (G,), tandis que les 6, sont des quantités réelles, très petites de 
signes donnés; la résolution d’un tel système est toujours possible, 
quitte à modifier préalablement (très peu) le point 7° si le déterminant 
‘du système était nul. L'intégrale définie par les conditions ¢,, m' est 
sûrement représentable par caractéristiques malgré le déplacement 


_. dev’, puisque la frontière de (A) n’a pas varié (au voisinage de p); or, 


no Quitte à modifier (69, ..., ¢2) on peut toujours supposer co < 0 et 2, 
(2) De maniére’a ne pas HR d’autres singolemics ee es. 
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d’aprés ce qui a été établi au n° 42, elle est encore représentable par- 


caractéristiques quand on fait tendre #, vers 2°; ; ainsi p ne saurait être 


un point frontière de (A). 
Il est donc bien établi qu’une intégrale quelconque de (g,» G,) est. 
représentable par caractéristiques dane le voisinage de l'origine. 


QUATRIÈME PARTIE. 


APPLICATION DE LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES 
A L'ÉTUDE DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DANS LA REGION (R). 


44, Prolongement de l'intégrale à l’intérieur d’un demi-secteur. — 
Nous pouyons maintenant utiliser en toute sécurité les caractéristiques 
de la seconde Partie pour étudier une intégrale quelconque de (g,, G,) 
à l’intérieur de la région (R), lieu des points T = Log(z, : ¢?) dont les 


arguments sont compris entre + 7 et os — 7 ('). Nous commence- 


rons par faire cette étude à l’intérieur d’un secteur, et pour compléter 
les résultats du n° 17 nous envisagerons plus spécialement les carae- 
téristiques et les secteurs de première espèce. | 


Supposons d’abord que nous ayons calculé le long d’un rayon OA. 


du plan T une caractéristique de première espèce de (G,). A ce 
rayon correspond un certain choix des nombres w et f (n° 17); 

faisons varier w de o (inclus) à 1 (exclu) et prenons successive- 
ment f—æ+1; OA balaiera un secteur ouvert (S$), divisé par sa 
médiane (w = o) en deux demi-secteurs, (S’), (S”). Nous montrerons 
d’abord que les caractéristiques définies aux extrémités des rayons d'un 
même demi-secteur ouvert par les mêmes conditions initiales (pour T —+, 
R,= Ri, 5,= 2; pour T=0, 3,= 3°) appartiennent à la méme inté- 


_grale de (g,, G,). 
Soient OA, et OA, deux rayons d'un demi-secteur, (S’) par 
Re SE TRE SEE ER RS ES RS SE RAR METRE 


(1) La condition est équivalente à (57): 


| 
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ser “exemple. bros respectivement sur OA, et OA, den points T, et Ts 
pak arbitrairement éloignés, et tels en outre que le segment rectiligne T, Te 
_ fasse avec l'axe i imaginaire du plan T un angle supérieur à n en valeur 
absolue (‘), et que tous les rayons T, Ti issus du point T; et pénétrant 
à l’intérieur. du triangle OT,T, remplissent la même ‘condition Cs 
Jus désignerons enfin par LE run segment rectiligne dont l extré- 
Test sur OA, et qui fait avec l'axe i imaginaire un angle supe: 


i rier: a n en 1 valeur absolue V #1 r 


4 


ie re aux 
et de OA, pour. la seconde. 


re espèce, ne cessera pas 
un chemin brisé tel ee 


pri. 


oo We aes OT, 


266 RENE GARNIER. 


4 


soient étendues au chemin rectiligne primitif ou au chemin 
brisé OT’T’T, A,; le résultat subsiste d’ailleurs si T appartient au 
rayon T,A,. Ainsi, à la limite, les valeurs obtenues pour les 
intégrales coincident sur OT’ et T, A,; et l'introduction de la ligne 
brisée OT'T’T, A, comme chemin d'intégration fournit le prolongement 
dans le triangle OT,T, de Vintégrale définie primitivement sur O A,. 

_ La conclusion est moins immédiate dans le cas où le triangle OT,T, 
contient une circonférence (y;,). Soit T un point quelconque de OA, ; 
de T comme origine décrivons un contour fermé ¢ (*) autour de (Yxx) 
et considérons les deux caractéristiques définies par les mêmes 
-données extrêmes, la première sur OA,, la seconde sur le che- 


min OT£ TA, ; celle-ci définit dans le plan complexe une intégrale 
qui est uniforme à l’intérieur de £; calculée sur O A,, cette intégrale 
définit (2) à son tour une troisième caractéristique qui coincide avec 
la seconde sur OT et TA,; mais, d’après l’uniformité de la convergence 
des approximations successives, il n’existe qu’une seule caractéris- 
tique ‘répondant aux mêmes données extrêmes imposées sur O A, ; la 
troisième caractéristique coïncide donc avec la première, et, par suite, 
celle-ci, avec la seconde sur OTA,, et la conclusion est la méme que 
plus haut. - | 

Or, aux points arbitrairement éloignés T,, T, du denu-secteur (S'), les 


Ry, (ou les 3.) prennent des valeurs R}°, Ry (ou z}°, 3) qui diffèrent 


aussi peu qu'on voudra des Ry, (ou des :}); pour le voir, il suffit 
d'observer que sur T,T, on peut calculer les caractéristiques par les 
formules (51)-(54) moyennant la substitution de Rj” à Rf et le rempla- 
cement de ¢}, 3; par les valeurs #, s‘* prises par 4; 3; en T,; comme 
T,T, appartient à un demi-secteur ouvert, [£,, : 4? |’ reste constamment 
très petit ou très grand en module suivant que le demi-secteur (S') 
est au-dessus ou au-dessous de la médiane; 4,, ;, restera très petit, et 
les €, (ou les 3,) ainsi que les R, varieront très peu. 

Mais la méthode des approximations. successives montre que les 
caractéristiques définies en O. et en T, par les systèmes de valeurs z° et 


a a 1 a a RE I ATR qq ny 
(1) On pourra prendre pour £ un polygone dont les côtés font avec l'axe imaginaire 

des angles supérieurs à n. 

© (2) En vertu du résultat fondamental de la troisième Partie, 


a 
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oo cy = — celles-ci pouvant dépendre de T, et tendant v vers les a, } Fe 
~ lorsque T, s’ 'éloigne à l'infini — tendent uni formées sur O A, vers ie 
geeretiestigue his en O et à l'infini sur OA, par 3; et les limites 3 cae! 


R; des 37, Rj. Ainsi, € étant un nombre positif arbitrairement petit, - 


on peut SN Let T, assez loin pour que I’ intégrale, prolongement 


2 - étant celles du n° oi 


sur OA, de la caractéristisque définie sur OA, et la caractéristique — 
_ définie par les mêmes données extrèmes sur OA, diffèrent mutuelle- 
ment d’une quantité de module uniformément inférieur à à €. 


oa 


i | à 
Pa AS SE SERRE ery Seay 7 TE OF. Dos NE 


12 


45. Soudure de deux jena secteurs 2 première. ne G ), (8). 
L hde de Ry, 4 et 1,3; dans un secteur de première espèce. i Etudions 
. maintenant le passage d’un demi-secteur ? à l’autre et le voisinage de la 
. médiane de “piémiere espèce qui les sépare. Soient OA, et O4, deux 
rayons appartenant respectivement à (S Jet. (8"); joignons ces rayons 
par un segment 1 T,T, faisant avec l'axe imaginaire un angle CHAR 


es a n ¢ 3 ET, les fonctions Ry et s, prennent des “in Riet:s} tres: 


_voisi es de Ri et 2% (si T, est assez loin); < soit C! la valeur correspon- 
‘dant ¢ ya aR au mneyend de oor ru alors sur nT T; (les notations | 


on 


x Ga 
AE F0 as 
ma ha ['E ae x = 6; 3p "5 


te ° 


veloppera par sprint successives la solution des equa 


n te gee vie 


he Nhe 


ei huge ve i cones SES: HORS RE TE : 
rest tone sans. Ronde par les caleuls mêmes qui f fournissent la 


RE ie : ; i ad ae 


| sas a 


EE Oe 
Fr 


us tn petite nee se com e pls. ne etait s sur 1 A ), isp = 
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inégalités (78); (f3) continueront à rester valables. Dès lors, 
d’après (78),, on voit aussitôt que le long de T,T, et T, A, les R; 
restent aussi voisins qu'on voudra de Rj, c’est-à-dire de R}, pourvu 
que T, et T, soient assez éloignés; dans tout secteur fermé intérieur au — 
sens strict à (S), les R, tendent donc uniformément vers leurs limites Ry. 

Étudions maintenant l’allure des z,. Tout d’abord, d’après (36) on 
peut écrire | 


(172) Er A, eve + By'e~ VD + Cy 
avec ; 
ea RAGE pe tree oso Sal +R 


or, d’après (78)s, (43) et (78),, on peut écrire 


+4 1— (AB) «(1-4 Glare) (2e) 
ev bk — PT TR Da ae AA RE ER 
I (A+ B)x(1+ Lire) (5) | 


où L, et L, désignent deux nombres positifs bornés. Rapprochée 
de (172), l'équation précédente donne enfin | 


VIEN SP +Glir) (4) 


+ B4 


| 1—(A—B)x(1-+ ular) (4) 
Z 


(1+6,L,r)+C, (|9s|<1), 


OB, hy Cs Meant 7p = AE = (1+ 6,147) 
1— (A+B) x (1 + GiLars) (3e) ; 
1— (A+B) (12 Glan) (fe). 


L, étant aussi un nombre positif borné; observons enfin que A4, B,, 
C;,sont indépendants de z?, et que, d’après la remarque faite tout à 
l'heure sur les relations (78), (f# 3), l’équation (174) sera valable 
dans tout le secteur de première espèce (S). | 
Cela étant, faisons tendre ¢; vers zéro sur un chemin rectiligne ou 
spiraliforme @ de manière que T s'éloigne indéfiniment sur un rayon 


i (ee ee a oy 
ee : 


croitra indéfiniment, et fi (174) 3, tendra vers la limite 
NN AT RS, ary is fers a nly =f : 


‘Ae 


Lo is 


he 


eo at sai a 7 et cela devait. être one | 


), on obtiendrait u une salé que nous écrirons. 


Fu 


nombres positifs b bornés, ds Los 
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c'est-à-dire, d'après les relations (175), 


Az B, 
vir — . 
4 Time 5)=0 


or cette relation est une conséquence des formules 


xt, (Az + B,)=—A, Z' t,(Ag— B,)=— 


qui résultent elles-mémes du rapprochement de (36), (38) (définition 
de A et B) et (173). 

Comme application de la formule (174) nous allons montrer com- 
ment on peut retrouver a priort les solutions z, à limites 2} infinies. 
A cet effet, construisons, par exemple, une caractéristique de pre- 
mière espèce, telle que z,,, = 0; phonons ensuite sur le systéme (G,,) 
la transformation (105); os aura 3,,, = 0, et de même 3} = oo, sauf 
pour s?=o. Or, si l’on suppose ce cas réalisé dans un demi-secteur 
supérieur, par exemple, on tire de (175)*, (174), (173), puis de (35), 
la relation approximative 


7 /U \S dy di \e 
SV aR IAS TE (5) = 2BxV/hi, hi, (4) = 2B À vas (4) 3 


tx VD t} 
et de méme pour 2 a “AA 
Vans (ti \s ‘ 
snes Bae (7) 
mais on déduit de là 
Vdnva tx th, Vdn+s 


expression qui coincide avec la valeur (88) (') si l’on observe que (105) 
conserve d, et échange d,,, et D, Enfin, on verrait de même que 


B VD 
t, 3, tend vers une limite finie ce qui concorde bien 
a Lo 


avec la valeur trouvée antérieurement pour « (n° 26), car la transfor- 


* mation (105) conserve s. : 


REA SNL PR PA EL SPRL M EE 2 Mn 
(1) D'après le n° 26, la valeur-limite de 34 est précisément la constante a, de (88). 
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A6. Prolongement de l'intégrale hors du secteur primitif. — Nous 
envisagerons d’abord la fonction S. Désignons désormais par (S,) le 
secteur (ouvert) de première espèce où nous venons d'étudier l’inté- 
grale, par (S,) et (S,) les deux demi-secteurs de (S, ) situés respecti- 
vement au-dessus et au-dessous de la médiane. D’après (5) et (176) (‘), 
si T s'éloigne indéfiniment sur un rayon de (S,) [ou de (S!)] 

Hi.» OS . 2 ; 
(; Te) tendra vers (s — 1)? [ou vers (s + 1}?]; il résulte alors 


~n+1 


de (114) que, dans (S,), 2S tendra vers d;+ d,,,—(s —1)?. On aura 


donc s? = (s —1); et, puisque s, comme s, vérifie (42) (n° 30), on 
en déduira, pour s complexe, 


(177) S—s—1; 


et dans (Sj), il viendrait de même $=s-+1, D'ailleurs lorsque T 
s'éloigne indéfiniment dans (S,), il résulte (') de (174) et de (116) 
que U; tend vers une limite bien définie (*); on pourra donc calculer 


l'intégrale générale de (G,), dans (S,), par des caractéristiques de 


deuxième espèce (du moins pour r assez petit). Comme au n° 44, on 
montrerait que les caractéristiques qui répondent aux mèmes données 
extrêmes ne cessent d’appartenir à une même intégrale de (G,) lorsque 
le rayon sur lequel on effectue le calcul balaie tout le secteur (ouvert) 
de deuxième espèce, (S,), contenant (S,); or d’après (177), et en 
vertu des résultats du n° 30, (S,) adhère a (S,) suivant (S,);1sa 
médiane OA, sera la frontière supérieure de (S,); et pour frontière 
inférieure, (S,) aura la médiane (0 A,) de (S,). 

On définirait de même au-dessous de OA, un second secteur de 
deuxième espèce (S_,), adhérant à (S,) suivant (S;); nous désignerons 


les constantes fondamentales s, s des secteurs (S,), (S,), (S_,) par 


(1) La méthode méme qui a fourni les équations (176) ou (174) montrerait qu’on a 
le droit de dériver ces équations par rapport, à #, quitte à remplacer les 8 et L par 
d’autres quantités de même définition. 

(2) On pere, Uz par V4 si cela est nécessaire. On a d’ailleurs 


ie: B 
Ui—Up= pare ae 1) + psig SE en) 
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pies 
5,(=5), s, et s_,; on aura ainsi 


§,;=S5)—I1, S24 =< 59 Dis 


Enfin, d’après la remarque qu’on vient d’énoncer à propos des 
caractéristiques de (S,), on peut affirmer que lorsque T s’éloigne à 
l'infini sur un rayon intérieur au sens strict a(S, ), les z, tendent vers 
les z{, 2S vers d;+d,_,—(s,—1)?, et les U; vers des limites bien 
définies. Quant à R,, il en dans (S,) vers deux limites distinctes, 
soient R° et R?’, suivant que le rayon décrit par T est au-dessous ou au- 
dessus a OA,, et l’on trouvera aisément [conformément à la nota- 
tion (119)] 

284 UR 
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RY— R= 


A l’aide des z; et des Ri” on pourra donc construire des caractéris- 
tiques de première espèce convergeant (du moins pour r assez petit) 
dans un secteur (S,) situé au-dessus de (S,) et dont nous allons déter- 
miner les directions frontières. 

Au-dessus de la médiane OA, de (S,), t:zet t Zn+1 sont, d’après 
(122), (126), et (133),, de l’ordre de z'-", c’est-à-dire de l'ordre 
de #*; or,*si s,.est la constante fondamentale de (S,), 4; 3; doit être 
au-dessous de la médiane OA, du secteur de première espèce (S,) de 


l’ordre de £"*; on a donc 
Se — So 2, 


Par suite, les frontiéres de (S,) se construisent comme celles de (S,), 
mais à partir du point s,=s,—2 (au lieu de s,) : c'est dire que la 
frontiére inférieure de (S,) coincide avec la frontière supérieure 04, 
de S,. ‘ 

On pourra d’ailleurs raisonner sur (S,) comme sur (S,), et ainsi de 
suite, du moins tant qu’on ne sortira pas de la région (R); ilen serait 
de méme au-dessous de (S,) et, finalement, nous pourrons énoncer 
comme pour l’équation VI le résultat général sage nous nous trou- 
vons conduits : 

‘ Soit [3,(¢), 4, Saea(t;)] une intégrale de (G,) définie le long d’un 
rayon OA de (R) par une caractéristique de première espéce dont la 
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constante fondamentale S satisfait aux conditions 
te | ad ; RE" so : ee Sh ta s 


. . 
1 


LT entier quelconque; 5, o 5 constantes exceptionnelles de première ou 


de deuxième espèce, ne dépendant que des d,); à l'intérieur de CE 
bes iy F ‘intégrale [=] peut étre représentée de la facon suivante : 
ae oe Ep, Soler, le point du plan T d’affixe aah, IS IV=r +m a sa appe- 

= tons (Sn) le secteur dont les frontières OA, Bet ON passent respec- ! 
_ tivement par one, et Cena 3 ; ‘suivant que m sera | pair ou impair, I’ intég grale 
Le ay sera représentée | dans (S,,) par des caractéristiques de première ¢ ou de. 

_ deuxième espèce ; : la constante fondamentale de (se Visera send, mn i, 
cet l’on peut toujours supposer 4 t? de module assez petit pour que les-\ 
conditions initiales puissent être DOS en ty quel que soit m et : 
| qu “elles $ ’écrivent. LES ou Ent = Bay suivant ae m est pair où 
Se poke ODA EDS i Ay | rh se 


iy ree 


‘PR Lite 4 Ur: AA ; PTE We rey Thy + rar re à ( 
47. | Indétermination del’ intégrale dans Le Paeeonc ee — 
“En procédant comme joue je (€ on démontrera de même les résultats 


2" 


suivants: is) JOUR IGS PA pant Reka 
pores un {secteur (Sm) de première (deuxième) espèce, T équation 
| Ha cie aa * Mee | | 


pat 
= 


fs Naat rae la Bite en i Htes em 
s tels que Per et ne distances. FES deux ) 
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des racines de l’équation 
3: (2"23 + z;) =—C. 


De même encore l’équation 


op C (Gaz PEU 


admet dans (S,,) une double infinité de racines qui tendent vers deux 
suites périodiques, alignées parallèlement à la médiane de (Sead: 
327*) représente d’ailleurs la valeur asymptotique de z, dans le 
secteur (S,,:,) adhérent à (Som). | 

Un énoncé analogue s’applique aux U,, aux V,, ainsi qu'à S. 

Quant aux équations R,=C [où C est différent des valeurs asympto- 
tiques de R, dans (Sn) et (Ssmea)], elles admettent à l’intérieur du 
secteur de deuxième espèce (S,,:,) quatre suites de racines qui con- 
vergent vers des parallèles à la médiane OA,,,,, du secteur, à des 
intervalles tendant vers 27 : Oe,,,,,- 

Nous n’insisterons pas sur les démonstrations de ces propositions 
qui sont toutes pareilles à celles que nous avons données pour VI, 
une fois qu’on a mis z, sous la forme (174) et les autres fonctions 
sous des formes analogues ('). Montrons plutôt que les résultats pré- 
cédents confirment d’une manière remarquable la théorie des singu- 
larités essentielles isolées des fonctions uniformes. 

Si l’on pose ; 
T= Log(u: #2), 


les fonctions 2,, R;, S, U,, V, deviennent dans (R) des fonctions 


. (1) Par exemple, d’après (172) et (78), l'équation z,= C est asymptotiquement 
équivalente à deux équations 


ev?= = C! ou C’; 
ses racines, d’après (43) et (78),, seront donc asymptotiquement égales à 


aMri 


TL aut py, 2Mré 


(M entier); | 
l’une de ces séries ne saurait disparaître que pour C = z{?”*1), On précisera V'asympto- 
tisme en enfermant les racines dans des petits cercles dont le rayon s’évaluera comme 
il a été indiqué dans [ VI] (n° 48), 


— 
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| méromorphes de T: étudions la portion du domaine du point a 


Pop 


| 284 l'infini qui appartient à (R). Soit (®) une région limitée par deux — 


rayons issus de T=o et s’éloignant à Lilas dans un secteur de 


deuxième espèce (Sn dans (@) les | s,| sont bornés pour |T|assez | 


grand [moyennant, s’il le faut, une transformation (105)]; de plus, 


LP Mo 


. 3, tend vers z?”""" le long des deux frontières de (@); d’après un 
_ théorème in z, doit tendre uniformément vers 3,” à l’intérieur 
de (®), ce qui concorde avec le résultat que nous avons énoncé plus 
haut. Supposons maintenant que les frontières de(®) appartiennent 


respectivement à (Seay et (Samay); sur ces frontières z, tend vers | 


” : deux limites différentes; dans ce cas, d’après un autre théorème 


général, Ia fonction =, ne peut rester bornée dans (@); effecti- 


> prend dans (®) toute valeur, finie ou non, les racines formant deux 
oer, Suites pseudo-périodiques (sauf pour deux valeurs exceptionnelles 
ae ou les suites se eréddisent: a une seule). 


a ae 48. Cas de s réel; dag inereitante de la singularité essentielle en sin- 
30 gularité ndaidarte. — Dans I’ énoncé du n° 46 nous avons exclu le 


…_ cas où s, est réel; or, s’il en est ainsi, on sait (‘) que dans la 


“LCR région (R) Pintagrate sera représentée par des caractéristiques de 
0 hs x 0 
3; pour tout rayon de (R) (n° 44). On vérifiera d’ailleurs aisément 
eet. | que,Ts ’éloignant à l'infini sur un rayon de (R), /S et les U, tendent 
Mons: (vers des limites bien déterminées, et Von trouyera i après (42) 


oe : \ ~ 


SR É ; t 1 ri VOUS 

PA SUP a % MS er ae ent + 

FTP D ¥ ; : ce ‘ ¢ dane: 2 % : 3 a 

i? 2 pal Poo =) 

: ER Pa re 2 ainsi, pour | s réel une <a a sera représentée net Dans la 
ae or (R) par des développements de première ou de deuxième espèce. 
Fra = _ Comme pour l'équation VI (?), on peut considérer en toute rigueur ce 


cas comme un cas-limite du cas général, s, complexe; Ss, tendant vers 
une valeur réelle Ke 0 (suivant une ditoction, déterminée), il y a deux 


on Voir n° 17, Pr avn. ais Hors 
ome QU aes aR a TUE 


x ae ee 
Date RAT TS 7 ' whet fe 
14 4 + é ‘ wf 


TERRES pprreulbro espèce répondant aux mêmes données initiales z;, Rj, 


vement l’équation 3,= co. possède une infinité de solutions qui 
| Ne TE ’éloignent parallèlement à OA,,; et nous sayons, en outre, que % 


f 
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points consécutifs de la suite s, + m qui tendent vers deux points du 
segment (— 1, +1), distincts d’ailleurs de o et 1; les ouvertures 


des secteurs correspondants tendent vers =, mais à cause des condi-. 


tions générales de convergence des approximations, on se bornera à 
considérer les caractéristiques-limites comme définies seulement dans 
la région (R). Dans cette région, chacune des fonctions z4, R;, S, Ux, 
V, présente une valeur asymptotique bien définie; chacune est méro- 
morphe en T et admet dans (R) le point T= æ comme singularité 
transcendante, et non plus essentielle. 

Il est facile d'expliquer cette LE du point singulier, de 
prime abord paradoxale: au cours du passage à à la limite, les médianes 
tendent vers des parallèles à l’axe imaginaire. Dans le plan ¢; les zones 
d’indétermination s’écartent donc de l’origine; les racines des équa- 
tions z,= C, par exemple, tendent à s’échelonner dans ce plan le long 
de cercles de centre O (et dans le plan T, RARE à l’axe 
imaginaire) (*). 

Dans les cas exceptionnels de première ou de deuxisine espèce, les 
intégrales se comportent comme celles de l’équation VI (?); on peut 
aussi les considérer comme des formes-limites des caractéristiques 
du type général et légitimer cette manière de voir par une analyse 
analogue à celle du n° 54 de [ VI] (p. 331). Nous ne nous attarderons 
pas sur cette discussion qui ne présente aucune difficulté nouvelle (*); 
et nous montrerons plutôt comment on peut appliquer les résultats 
précédents à à l'étude des intégrales AX, du système (A) de M. Schle- 
singer. 


(1) II paraît probable que les conclusions précédentes s'étendent hors de la région (R) 
à tout le demi-plan T; c’est ce que suggère l’exemple du cas 


n=1, aq=da,=da;=D=0 


(équation VI, de M. Emile Picard; voir [VI], quatrième formule de la page 347; on 
fera Ay réel); mais l'extension de la démonstration de éonvergence dans le sens précé- 
dent était inutile pour la résolution du problème de Riemann; et elle nous aurait 
entraînés trop loin. 

(2) [VI], n° 53, p. 229; rappelons que (R) comprend alors un secteur SPERMS RSs! 
et des secteurs généraux, des deux espéces. 

(3) De même, on démontrerait aisément que le système (£&ns Gn) ne peut admettre 


aucune autre ‘dtéprals holomorphe que celles qui ont été énumérées dans la seconde 
Partie (n® 23, 27, 35, 37). & 


4 


SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN Bae 22 
ah i 
if + + à 


49. pauls des intégrales du système (A, ) de M. Siete ger. — Con- 
D. sidérons.d' abord le cas général où la condition (3) est the on 
“RES pourra donc annuler la constante € e définie par (2). D’ après la théorie. | 


li 
“des caractéristiques de première espèce, l'intégrale f ‘3; dl; étendue à 
0 


un rayon du demi-secteur initial (S’) des approximations est égale 


à x; la fonction X définie par (8) est donc égale : à Eevr (E, constante), 
et r on pourra LI dans le secteur (S), avec les notations du n° 45, 


EES ean HA 3 Es a Pee -B)x (t+ Blane) (4 ‘Ne beeen NES 
IES rae RES uma (à 5) Roun ecu Pre 
Ps. i parallelemont a la médiane A de (S), À est indéterminé, et Daralle: : 
+ ‘lement aux frontières A’ et A” de (S) la théorie des RE AE | 
- de deuxième espèce montre que À tend vers E ou He a qui sont. 
oo de B. 2 43 É 
+ + Fe aussi les limites de à à l'intérieur de (S') et de (6). 


1 ke se _ment des re co (Re 9, p. He que parallèlement à A les: 


i 


PSE fonctions | 343 a Meicrdectt ie shop ts 


+ ly 


3 by Ai non et ia wags 
ESS : en indéterminées (' VE à at | Au: 


plus délicate. Dans (x5), remplacons Me par sa valeur (1 1), où aura 


Bike or été exprimé au moy en de ( 16). Le premier membre de (15) va devenir. 


4 | Oz 
pour un polynome. du second degré en /; See produit qui est indéterminé — 
ee a 
#4 D a A’; nous allons établir que AM +04 Li ie 1) y a : 
4 "AL _senie aE la méme détour na ae dans (8 À 
AR MA, CAT | = t 
£ veh, Nr cie Ë 
} aa {is De la même Sek 4 que Zi ou Ty. RES en dau termes, den équations Aty = = 
ae * admié ent parallèlement à À une double série de racines, sauf lorsque C est une des. 
ee re im valeurs ‘asymptotiques limitrophes ; une série disparaît alors. À l'intérieur (au sens 
TE strict) de (S'). ou (8") chacun des Af, admet une valeur asymptotique, an que ; 
eh aed t : 
“4 ee ise et AN" y croissent indéfiniment comme Gi. A ee pe à 
7 # ee EE ae BA an a ; ; 

Po + RS per + f 


Or, ab résulte de (11) que M; : 3; est. indéterminé sur A et tend vi vers. 
une limite à Vintérieur (au sens strict) des demi-secteurs (8’), iy Ren 
Dès lors, d’ après (15), H;:3; obéira aux mêmes lois, et il résulte aisé- 


ee a - Arrétons-nous davantage s sur I’ étude des frontières A et A’ qui est 
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x k ja d'après ( I 5), nous parvenons à ce e résultat sent 
_ lemens à # 4". l l'expression 4 # 


Le. valeur. Fasymptotique que > dans se a tandis ah i Ss 
A indéterminés. eee IRS Er a | Bae 
Ces résultats s'étendent a au cas s a ( (3) ) 


: à Aa he tend vers une limite à dant a 4, tandis 


“revient à prouver que 
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— Exprimons us que I’ expression (184), indépendante de x, prend. 
“les mêmes valeurs pour æ = = et x=; il viendra 
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Teer ee a coh Fate 
Star ep fits biSmeis ; 
¥ g ae a 4 


oe =) et Ras a ue (189). vers met ay = ; “ une 


ti tre, d'afrès Lo a ea aprés re ne de expo: 
articulière (190) ). Quant au. champ dans 
: THLog(t: pour que À _teñnde vers. 
CRE Dar le ee de o 


’ 
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tableau (&) du n° 22 ('). Si l’on trace la droite OA du plan T 


parallélement à laquelle Æ devient indéterminé, le secteur précédent, 
ae “¢ | 
que nous désignerons par (2) sera pour a(?) > o au-dessous de OA, 


qui sera aussi une direction d’indétermination pour 4;z; et les z,. 
Supposons maintenant que T s’éloigne à l’infini au-dessus de OA; 
é° tendra vers zéro; ¢,3, etz,z,,, tendront aussi vers zéro, Svers—a,a,,, : 


et les z,, U,(?) vers des limites bien déterminées. Calculons s; on 


aura s°— d,+ d,,, — 28,=(a,+4,,,)?, soit s—=0o— 1 et l’on pourra 
construire dans cette région des caractéristiques de deuxième espèce 


y représentant l’intégrale. Mais observons aussitôt que si {’ tend vers 


zéro — ce qui a lieu au-dessus d’un rayon OA (situé lui-même au- 


dessus de OA) — 3,, z,,, tendront vers des limites finies bien détermi- 


nées : ceci laisse prévoir qu’au-dessus de OÀ Les caractéristiques seront 
du type exceptionnel; nous allons le vérifier. 

Les limites de z, et z,,, sont les mêmes que celles que l’on obtien- 
drait en prenant pour Z l'intégrale holomorphe ©,(4); or substituons 
@,(t,) dans la dernière équation du système (0); son premier membre 
sera holomorphe pour t, = 0; écrivons que le coefficient de 1 : ¢, dans 
le second membre est nul, et utilisons des relations (5); il viendra 
aisément 


* 
(Zn+1)0 __ An+s 


(ie: “@ 


l'indice o dénotant les limites pour ¢,= 0. Si donc on pose, comme 
. mt Se 4 7 2 
il est permis (n° 34) (°), —a,,,=2r,,, — 1, on voit que z,,,: 3, tend 


1 


vers (27,,,;—1):1—2r;etS, vers (2r,—1)(2r!,, —1): on se retrouve 

donc bien dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de deuxième 

espèce. Elles définiront l'intégrale dans'un secteur (3) limite infé- 

rieurement par un rayon situé au-dessus de OA (et arbitrairement 
0 NS 

(1) On a le droit actuellement de confondre (R) avec le demi-plan (T) situé à 


gauche de l'axe imaginaire: 


(7) En ce qui concerne les Ug, on aura soin de réunir les termes en a; dans (189) 
avant de procéder à la vérification. | 


(3) La notation implique que la racine r,,, est distincte de la racine Tags du n° 34. 
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près de À). Enfin, à l’intérieur de AOA et un peu en deca des deux 
frontières de ce secteur, l’intégrale du système (187) peut être 


Fig. 4: D', 


1, secteur exceptionnel de 2° espèce (3) 

2, secteur. général de 2° espèce; 

3, secteur général de 17° espèce; 

4, secteur exceptionnel de 17@ espèce (2). 
définie indifféremment par des caractéristiques de premiére ou de 
deuxième espèce; leurs domaines de convergence débordant AOA du 
côté de OA ou de OA (') le raccordement des secteurs exceptionnels (2) 
et (x) se trouve ainsi assuré (°). 

Observons encore que pour C =o on obtient une intégrale holo- 

morphe en t,=o et dépendant de n —1 arbitraires (*); et si l’on 


(1) On a déjà indiqué (cf. n° 22, ad init.) qu'il est possible de faire déborder les 
sécteurs du type général sur les secteurs exceptionnels adjacents. 
(*) Ceci rectifie une-inadvertance commise dans [VI] à propos de la délimitation 


des secteurs exceptionnels (2) et (S) VE, p- 341). 
(3) La théorie générale (n° 35) apprend que G, possède une intégrale holomorphe 
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| MA ons 
He C =, on aura une e intégrale (au à a t dia) 
— o (et de première espèce ). | OR yi ra 
 Teiimbions par I’ étude de deux cas particuliers remarquables “ 


CET 


d ‘abord, Si et a K= = her = = a (k ae 1 etn n + ae PG 


mière espèce et 3 la Fare sorte; Tae Bp vtt done 
à #4 
_morphes à al origine, leurs valeurs y étant arbitraires; 
RER on a trouve e alors See . . 


wee 


sont: aussi nat à ? origine, et, à a aide de (389), on 
fois de plus que les R, s’annulent à I’ origine, + ‘ 
Sf 
De même, pour a, T0 = Ans on a d, 0nd = So: etl’ 
ane cas exceptionnel de la deuxième ce et de re 
ee sorte. Or les équations (H) donnent aisément 


ge à | 
shy AN re) ye TRE Le ; F ; 
Dea be] ee hy" B(4), 
a Ve 257 rt cae é os i = . 
4 ne A 7 i ; 
=C( t;—1) cons es 
a a DRE Le eee 7 


bes Gun du i ea 


x 4 , 2 nt “ à Mw Ae, 8 
Cl QUIÈME PARTIE. | 
| RÉSOLUTION pu | PROBLÈME DE Me 
Fin ek 4 da ae sys 3 PAR NEA 
ru ~~ sae Cen Bes aa E C à - DA RS x ‘ J - 


cae 


1 * 
: Re 


x REN de on CES aitesiress msi it" résulte ‘de (189) qe pour ¢ 
an 3 intégrales qui satisfont à un système (187) les valeurs à l’origine des n—1 ne 


linéairement indépendantes. ne port plus. être fixées arbitrairement dès qu’ v 
1 donné les 2. LL ETAT LR RCE, CR th cag a à 
f NANTES ONCE Chr ns Let DS TA 
| A ee Ree 
E sd ay: safe wy =’ rn ME 
x EP “randy 4 
et NT BE 
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y À 4 wate vr k eee « 


| | linéaire (E, ) A supposons que ‘les coefficients re ay 8 de Satie: équa- es : 
ae ic tion aient été exprimés en fonction des z, et de leurs dérivées par En EU 
D Be: rapport! à &. Nous allons faire tendre 4, vers zéro le. long de chemins _ ARE PEN à 
déterminés €, et nous chercherons la forme- limite ie arene FAN 
ge Bias … l'équation dans le voisinage dr ON A atm! EX 
Be Dek rs Tout d’ abord, il nous faut examiner ce que deviennent les 1c on Ke. 
Bes Ms av avec les notations des n> 8 et 12, ROMAN A RAE Te NAT AA RL 

‘ fe : oN < | ae ¥ am - D n+2 - ne 150 ne (ER ‘ts où & EX 
Roe ne ne ne EMA RS PO AN Ut ous eu ee 


i 


: on RARE tet a 


(193 = A at — Fe lin 1 a(x) +(e 1) DD) Dick 


+ 
AT i La 
torte ae 4 CAFE 4 Fa ARE \ À À 


Si le transformé e! dec > dans le plan se "est pas parle à une. se MORE 
iane de première espèce, UBnsr tendra vers zéro sur e, et aia Gey Trent 


e nous pps an k, de tendra vers zéro à nee manière ae NEA 


à ua am NE ey, Beas. ys ARE À que eG Oe tae Ss EN 
j rarest os top oe) dti Le CES 

| me Ne à Le Bat 2 “4 à ia 
eal) (a A VAE Eee 

CAES EN 


ora. dem même des ae aucun nde: ne a Riek beeen. 
(ay ae ce ; = 


Tah beet SACS EX eae 


er cas. is ‘agit d'étudier, pour DIRE ANA 
: 3 ae in RER ~ fe rit 
7m 7” » Pts ut, EN 7 fee à - ¥ * tf 
Ia démonstration est immédiate sil’ on pe ose AS a 
iat *% 
Fa mutent — ee t i ; Y\ Ë AE Le 
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it hires petit, la partie principale de (E,) pour 2 
| seuls termes de (E,) qui pRRQu donner dans P ate tion 
des termes ena sont (n° GE EU 


one ; 43 3 
= oF m'a ee 


CN » 


existe) .Oron = | = 1) yet de aps (20) 
/ ; à | Sf F 2 Ÿ * fe: 

: BAe ee 

as LI Fir 1 


abate NS 
debat are 


ntrent que si Von: fait 


Wakes 


4 nea A tendra ¢ ) ‘vers: “ter  Gonsidéron 


— T 


oe h 


Ras. ai. peut toujours supposer que € le chemin décrit par ! T évite Jes ro es p 
. L \ te 


| re | 
doce’ T i € 
SFA À noms Fu de BN 9 Sigh re NAN à 
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l'expression 


He DE 
Le FAN OSL Oe, En ps: 
ile ( a | + A ( Cp Sp + 2 y+ 5335 


s'il est prouvé que cette expression tend vers s?* 4, s étant toujours 
la constante du n° 16, il sera établi du même coup que, t,tendant vers 
zéro sur un chemin € [dont l’image dans (T) est parallèle é à la médiane 
de première espèce |, ¢;y, tend vers 


SUD RER MES mr MST ES} 
= — —— 7 — = C;— Cry 
4 4 4 à 


| d’après (19). Or l’assertion précédente est vraie en première approxi- 
mation; car on a, en vertu des développements de la page 205, | 


ECOIE D(A shÿD++B ch VDr)?, 


1 
pra 
1/4 vA LA . feta n hes 
— D x pee cult an: 
i 2 2 
Æ tp fat — hi) (29 sy D sh Dr | 


=— 7 (A +1 A ch (Dr B sh Dr), | 
d’où én première approximation 
FUME 7 (A sh /Dt + Beh ylic) 
| > ALG. VDz—1) + BshVDr]JA(chyYDz+1) + BshyDr] 


a 
Cela étant, on tire de (83),, (84), (83). 
| 0 lif Sij d li 30) 
-| 34; —'510| < 267, | ti; — £0 3i0} < 2 Hyr, ee ie <e aH; € 


(pourvu que 2/gr, soit <1). Le résultat précédent est donc uniformé- 
ment valable, quel que soit le rang 7 des approximations et, par suite, 
à la limite pour j = . À 


Pe et) Sa ee ARE 
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Ainsi donc, ¢, tendant vers zéro sur le chemin © précédemment 


4 


| ; 2 3 
défini ('), «= t,(¢,— 1)y, tend vers — oe te Ce Cah te 7 et, par suite, 
le sacha ae membre de (E°) sera de la forme 


Q(x) étant holomorphe dans le voisinage de t— 0, 


8 
ll 
© 


| ‘ 

54. Etude de (E,) à l'intérieur d’un secteur de deuxième espèce. — 
Supposons maintenant que le chemin ©’ décrit par T ne soit pas paral- 
léle à la-frontière d’un secteur de deuxième espèce. Nous avons vu 
(n° 53) que pour a Zo l’un des À,, soit A,, tend vers zéro; dans (E;) 
les termes en æ7? proviendront donc de la somme 


ee | Bas gt 
Cn+1 Ci 3 ; Be 


at (ru) ah) e(@li)\(@— ht) #2(@—1)(2—)y)’ 


étudions l’allure de «, et de 8.. 
Remarquons d’abord que 4,3, tend vers zéro sur ©’; A, tend ee 
vers zéro, et d’après (194) la somme (*) 


tend aussi vers zéro. Passons maintenant ? à B,; sa leur résulte de la 
RL formule | | 


OP ago o(Ay) py" (Ag) 26 
| APN AE Te mom Lx +z ih ave) Fran) 


que j'ai donnée dans ma These (p. 79). Or, quand 4, tend vers zéro, il 


. (1) En ce qui concerne #4; la démonstration précédente fournit un résultat plus 
complet : 4 T s'éloignant indéfiniment sur un chemin quelconque (non parallèle à une : 
médiane de deuxième espèce), 4; tend vers une limite bien déterminée (constante à 
l'intérieur d’un secteur de première espèce). 
- (?) Actuellement, on ne peut plus remplacer 3,41 : 3; par — 1, à cause de l'indé- ae 
termination de ce rapport sur les médianes de deuxièmé espèce. 
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résulte de l'équation (193), dérivée par rapport à a, que 


(196) be (Zi Zn41) 9(Ag) an (Zi Zn) 9 (he) 

b' (Ag) | ke (kg — dr) b' (Ag) 
tend vers 1. Reste ee Mais en dérivant l'équation (192) et en y faisant 
ensuite « = A,, on trouve (‘) 


n+2 - n+2 
: g' (Ag) See By à 9e 
(197) (Ag) rome arms Pena, Ot; 
n-+2 
As $ I Bie Bi 


0, 


hes tx Ol; sa (hg— ti}? AS 


d’où, en n’écrivant que les termes prépondérants à l’intérieur d’un 
secteur de deuxième espèce (S), | 


| Bite ay! | Te Ose POE jkr 3: 


ROSE) Bt EL ON Ay Oh Mae Me A 
Or 
03; EL NE CEE 03% 
PE 


qui est de l’ordre de A,z,, est négligeable devant ¢, 2 » qui est de 


l'ordre de z,; on a donc sensiblement pour |¢,| trés petit Fe (S). 


Ohe aed SOE nt hg yee 
Ot; “> Bi Sn ; Ot; ke — t; aa LA rer 


Mais D CA, a a pour expression asymptotique — Bn - 2,3 la partie 
principale de 2 Jr sur c'est donc (? : 


J 


—— G 
ete Baa x ( LiZn4s)e 


Des lors, on déduit de (195) et (196) que sur 2’ 1— 28, tend vers 
(1) Dans (197) la première somme est évidemment nulle. On la maintenue pour la 


commodité du calcul. 
ci ) & C'est le résultat qu’on aurait obtenu en déri ivant l'expression asymptotique de X,. 
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fl 


ays (tay; et en définitive — ¢,y,+ B,, ou «,+ 8, tend vers 


; I 4 Cds: r ‘t; O5n41 Bhai 
lim at ects Ln I BV es ete ae 
t;=0 E ( 3; Bi Ol; A 2 2 Si “Obi Zi 
* 


I d; + d ane I st 
(So +) = RE + + = Ci + Crus I 7 
2 4 FRA 4 


de sorte que le terme prépondérant pour x = o de (E)) est 


+ 


St— 7 


4x? 


De même, en s'appuyant sur la formule (29) relative à y, et sur la 
relation (g,) (n° 10), on montrerait que t, tendant vers zéro le long 
d’un chemin ¢ dont le transformé e’ dans le plan T est intérieur a un 


secteur de deuxième espèce, les coefficients a, tendent vers des 


limites finies; les formules (195) et (197) permettent d’établir un 
résultat analogue pour tous les 8; (j  g), de sorte que dans les condi- 


tions précitées l'équation (E, ) admet une forme-limite (E?) parfaitement 
déterminée ('). 


ait 


M Zo 
(198) >; wee (psse, 11.1, ga); 


t, tendant vers zéro à l’intérieur d’un secteur de deuxième espèce, | 


(E,) possédera un groupe de q points apparemment singuliers infiniment 


petits, et l’on trouverait que dans (E?) le terme prépondérant (pour æ 
voisin de o) est. 


RCE 


hax? 


Nous n’insisterons pas sur la démonstration qui est dentine: a celle 
qui vient d'être développée ; ajoutons d’ailleurs qu’en faisant varier 


D SSA EE PE IO TORE RON DEC RIN AILS SL PSE A ie 


_ (1) Il nen serait plus de même si ©’ était parallèle à une frontière d’un secteur de 
deuxiéme espéce : dans ce cas les coefficients a, (h % à), B;, x; de (Ep) seraient indé- 


terminés au voisinage de 4; =". 


} 


Nous avons supposé a -£ 0; or supposons, plus généralement, qu’on 
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“les t, Gs sh on peut foujours supposer ‘ie les conditions (498) x ne 
“sont pas remplies. aS | 
… Ces “préliminaires établis, Te le problème de Riemann 
_ pour (E, ), et montrons d’abord comment on peut le ramener à un. 
ve problème ne concernant aus le système (Su oP eek 
4, xf 
PHA HS Les | paramètres ae groupe te moriodromie Gi - Nous Coan 
_cerons par rappeler des résultats classiques. L'équation CE étant 
| privée dé son terme en y’, son groupe G, séra le groupe linéaire 
| Het a substitutions unimodulaires. Partons alors. d’un système 
x fondamental de (E,), soit ÉTÉ san canonique pour le point singu- 
: oF lier m=)0:"éNn remplaçant Y, par cY,, on peut toujours supposer que — : 
mec x ii ne De 0 bee =4 les ANUS respectives GE Be Nye 


ae 43 £5 & rie AA Free DAT REMY LA LADA À 
Bait ts o. À au) ; a ar ; Coss Du M 4 N i" 
Eo avec AD ss — his di Les etat précédentes dépendent déjà 
#5 
dé trois paramètres arbitraires; de plus, le système (Y,, Y 2): ainsi 


he défini subit a autour des points hu (= = Ty ae nn n pea? a > 


a ‘te nombre total de serra de 6 s est done b bien aa: 
3 (pour n20) ‘Cha evcneies | 
À 


tate e À ae de Riemann 1 pour Si Fe €’ est construire une 
onnées he pices ee o, AE Fe ee et sleet 


a ur roup de ‘monodromie Afin que le problème soit ae + 
| vra posséder des te Hs singuliers (2 mS sinon as je 


Dur 


mL Ar Pa dan NC € 
En + é eG 


=—  «<s.,. 2 1 
_— Lo ae = 


Te 


4 
+ 


AE ED 
A Sl ae re 


eo 
> 


D de vor il 


Lin coul 


FA it as 


2 


ee 


ay 
STRESS 
En 


W 


Re de dr rh A AE 
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coefficient p(x) de y serait de la forme 


n+2 ; n+2 


PL RE D BTS c,—= 0 |: 
leaner 2 n ; 
kot =i 


d’ailleurs (E,) doit être dépourvue de terme en y” puisque G, est 
spécial : elle ne dépendrait donc que de 27 + 3 paramétres (et des 
n points ¢,, ..., t,); le problème de Riemann ne pourrait alors être 
résolu que pour des positions particulières des points ¢,, ...,4,. 
Ainsi (E,) devra posséder n points apparemment singuliers 
(simples) À,, ..., 4,3 d’ailleurs dans le voisinage de A,, (E,) est de la 
forme — 
r 3 Cj m : 
y = Red, ++]: 
le point æ = À, ne pouvant être logarithmique pour y, il faut que l'on 
ait c=c(j—=1,...,n). En vertu de l’existence de ces 7 relations (e;) 
léquation linéaire (où les ¢, sont donnés) dépendra bien de 3n + 3 para- 
mètres : si on l'écrit sous la forme (E,) du n° 8, ces paramètres seront 


1 
Ci AL Cn+3) Ai, eal) An, a, CURE an ( de 


Or, parmi les 3n + 3 paramètres de (E,) il en est n+ 3 que l’on 


les substitutions de G. On peut toujours supposer G spécial et € dépourvue de terme 
en y'; la substitution est alors de la forme (¢, 0, 0, €), (8 =+1). Lesracines de l’équa- 


~ 


‘ ; : 3 ‘ m Ra Le : 
tion déterminante relative au point sont 1+ Shwe Pentier m étant l’ordre du 


point apparemment singulier. Un point d'ordre m peut être considéré comme prove- 
nant de la fusion de m points simples : ce fait résulte aussitôt de l'introduction des 
points apparemment singuliers à partir des systèmes canoniques (voir la note suivante), 

(1) A l'équation (E,) substituons le système canonique § (n° 8), où les coefficients 
satisfont aux relations Af,+ A‘, =1; G est alors spécial; les coefficients distinets de 8 
(et autres que les ¢,) sont au nombre de 3n+6; mais comme on l’a vu (n° 9, note 
de la page 190) on peut effectuer sur les inconnues y1, y de 8 une substitution linéaire 
quelconque dépendant de trois paramétres arbitraires; en général (n° 9) on peut ainsi 
annuler les résidus de Gq, el Ga pour æ =o; un tel système réduit dépend de 
3n+ 4 paramètres, mais n’est défini qu’à la transformation près y1| ky. Le passage 
du systéme à l'équation (E,) vérifiée par y1 introduit précisément n points apparem- 
ment singuliers : les zéros de ay(æ). Un zéro d'ordre m de ay, est un point appa- 
remment singulier d'ordre m (au sens de la note précédente). 
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connaît immédiatement. Tout d’ ‘abord, les racines de to fons) ea) OCR 
_ damentale déterminante Fame au NS régulier o= pctan th AMIENS ie ; 
+ \ ‘ ; ; RE Le Ta TE ‘ane a | 4 ae a 1 a: à Xe 
. (ath. pr CE hed PAIE tou TELE 
CRE PERRIER re À RS RECRUE EN NON USCS aR Nl at D. 


LOS ADI sen FRS (K=1,..., na), ; 1 ibe A Boe tate 


“HA ce qui uns - ie a une unité pres a LT ailleurs, Si Von écrit Re 


que la ebaruatiod Sik correspondant ? à un lacet autour de a= æ est; 1 
vèle: produit des. substitutions Sy cer Sos son invariant, qui Co eco mies 


= 2008n vD_ d’après (21), sera une fonction rationnelle (oO ge NS ear ee 
des 3n + AU ve de G Ge (ou Sats) 8 est done déterminé ae même x Der NES ei 
titre que d,). Daft pate | A ETC Ye CNE OS 
Ainsi, les n +3 constantes Cp Fous dans (E,) sont. connues dds? i i 

. que tes s’est donné Gr C A il reste alors (*) à écriré 27 relations. 
entre les 3n coefficients «;, Bi, Aj, de (E, ), liés par les n relations (e;). 
de Or de” groupe G, étant indépendant | des ¢, nous ‘savons que Bi 
Le at —1)}et A, sont donnés par les formules (195), ign te | 
HAE (192), les 3, HAS à un système (8! G ws l'intégrale générale — ian 
de ce systéme (dont les coefficients d,, D sont actuellement connus) Ce tai Sah a 
dépend précisément de 27. constantes arbitraires : fa ‘resolution du.) "cv ae 
_ problème de Riemann revient donc à choisir dans la multiplicité oo” des Oe ye 
intégrales d de(g,, G,) celle qui | fournit, ‘comme il vient d l'être indiqué, Fa aie à MER C 
les eee. de r équation linéaire ( E,) admettant 4 Gp po groupe de \ | 


D At La 3 ’ pays Soh ¢ ' by 1e 


[a 


ay 
a 


+ 


56. | Détermination de la constante 5 Sen en fonction. ees ARE a Gus Ole.) 
oo utiliserons encore eda ANA teh MON ES 


VAE heft 3 ‘soit i PAL He a 
TRE NS Lee * WTA ni) ; 


pale existe ainsi une infinité d'éque 
é groupe Gn; nous n° en ageons i ici | qu haike are équation see cette. apace sans — 
> préoccuper des relations oe entre oe Avi Ged Gn, Gn) ne ose 5 à 
Jations de la méme espèce. : 2 me U SN | 
« leichte Teil » du one Heme "M. Dome Cf. Petiesunpen ef iol TRANS 
: Differentialgleichungen, Leipzig et Gex op. P: 236. ASE LE i oe ee me % iu of! 


Re ae is pers Ro NS RATE TETE EU MEN nee 
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\ # 
. ss 
Vu LU “re 


méthode de récurrence, comme dans la troisième Lie mann à à 
0; nous 
nie pr qui on sit De a problème “pour u une é 
re Nae 
tion (Ena)! à n+2 points singoliors soient rae Al N'ES 
{ ? À Se * 6 we Le 

ae * Es fy os to See CCE Fa sm tees Ont te 

“ ; 5 , . 


x 


in “E) pee we un né he i Ne 
Le groupe de monodromie G, de (E, ) dérive « 
me substitutions fondamentales Pi CAN PER groupe de 1 
de (E:); ‘les paramètres « de ç, sont donc d’abord les 32 pare 
Phat Gu et les EE coefficients de AB. HG D D; de Roue parla el: 
| +, £ AD E 


ie tad plus, on à connait la valeur” 


ely 


À “fixe Dy et «envelop fas é-pointie % = 0 et à oo 1: les 
sub ie x cere fo. bar le système finement mé 
riant | 


ARS & Oar Ge 
vA Po hae À k Der TETE 


jy eh <: 


"ss, push, i A Ar TA 3 i. SS Là Mr , Cot Z a 
Ren Miche ee Rivet eerie | RAF 
Dre tee Fe DATE x SP ANT AL het DAS | pe Ra rant 


dé 


De même, au eu elope we =1 et c= 


| substitution Pre BA Ve es Pe a 


PUS 4 


jh : A"? 


CAP ARR si i, ie i ae ae, Genk it 
À Re E #4 
FR équation Ss. (200), (201), + 202), (203) déterminent ( ') 
ea 2 _tème de constantes A;, D, et deux systèmes ( de constantes 
done deux groupes 6, qui admettent les 3n Nerd ia 
Meaty ga outre Te Near Joy Hh sp. 


a De Sauf si ti avait Fa en 13 mais neh M o ne serait pl 
1 Be {singulier vaste oe de di pe on et l'on bare: da mire re qu'à un 
î 7 TA ré 
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ie WM connaissance > de cs entraine, comme nous l'avons dit, celle. 

de Vd; AS voyons maintenant quel parti on ee tirer de la donnée | 

def, LR PSI AL AN #; : 
# va 30 Supposons que l’on connaisse |’ intégrale fs | de ee G,) iébondangs 
; ne au problème; dans le voisinage de t, =0 cette intégrale est sûrement 
148 _ représentable par caractéristiques (en vertu du théorème fondamental 
_ de la troisième Partie ). On pourra donc faire tendre 4; vers zéro sur un = : 
chemin €, et cela à partir d’üne position initiale intérieure à £, de. 
telle manière, par exemple, que le chemin 2’ décrit par Logt; ne soit 
pas parallèle à une médiane de première espèce. Pendant |’ Rte 
les paramètres de G, restent constants; d’autre part, sur £5, UN système a) 
_ fondamental quelconque (Y,, Y,) | défini à l'origine +, du lacet par 
des conditions initiales indépendantes de t; reste, sur tout le lacet, 
continu par rapport à ti. Or il résulte de. l'analyse du n° 54 que, 
x r variant le nye de Le et t; “uen une yaleur non Bue eas de module — 


pide! Pees es 


& r ~ 
eve 


ee | RES) ART ar 
1 se oh 0 (4) 27+ ke À 


* f r. : ere 


bn 05 d ven sa le fe tone ie £, le été fondée ou 


ata Ce Y,) reprendra done en dy des valeurs arbitrairement voi-. 
| sines de celles qui sont prises en pa. dans les mêmes conditions, [parr < 
nt - systeme fondamental ae pave de (Ez,): répondant aux mémes — 

_ données initiales nn le voie ne a Lr invariant de Ja substi 


STE LAN : 
subie par Ce À Yep pr REP a même Saye ane s est connu à un 


oe oe Bie ae des pause du a T est pneus 


sh | 


rt 


y 
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Ss 
i 


+S 


ee i ae Fe NT Ms 


we 
ie 


Tae Paw x bo ery 


300 . RENE GARNIER. 


parallèle à une médiane de première espèce, 3,, ..., 3j 3, Fists +++» 5m 
3; + 3,4, et 3, tendent (n° 38) vers des limites 


-0 pa 0 
(204) ER OL) SEA» Brits CRE | DE LE a, 3nias 


quisatisfonta un système (g,,_,,G,_,) aux variables£,,...,8, ,,0,:,..:,1,, 


‘et aux constantes d,,..., d,, d,,,..., d,;s?, d,,, (et D): c'est 


done précisément le système (g,_,; Ge) attaché à à l'équation (E,_,), 


à d,—1 re 
aux constantes C= a LCR, eu 19 Cus TZ Galet DOTE 


ainsi, l'apparition simultanée de s* dans (E,_,) et dans (g,,, Gy+)s 
résultat des analyses bien différentes des n°° 54 et 38, trouve ict son 


explication naturelle. 


57. Réduction du problème de Riemann à un problème (A), relauf à 


la détermination d'une intégrale de (g,, G,) par des conditions aux 


limites. Cela étant, nous savons résoudre par hypothèse le problème de 
Riemann pour le groupe G,_, : nous savons donc construire, en fonc- 
tion de £,,...,4,,, t,,,, ..., t, toutes les limites (204). Ce n’est pas 
tout : comme nous l’avons vu au n° 41, on peut écrire 


"24 th— tn 03 
éd ©} k ~k 
td 9 Pant 2 5” PTT: 
on n n 


Le point (4,,...,4,,,4,,,...,4,) peut être choisi de telle sorte que 


2'39—— 70 


n’y soit pas nul; d'autre part, suivant que le chemin ©’ appartient à un 
demi- secteur Supérieur ou inférieur (de deuxième espèce), on a 
= $—10us+13 on sait donc calculer e, et les px d’après (169), 


c'est-à-dire, d'après (167), les limites des U, quand 4, tend vers zéro 
sur ©. En définitive, on saurait calculer l'intégrale | =] résolvant le pro- 


(1) On entend par la que D a la même valeur pour (E,) et pour (En-1); ainsi, 


d'après (21), sic’ est le coefficient de 1 :x(æ —1) dans (E,-1), on aura 


* \ 
s?— 3 ; 
Ci+ Cnn = — SH Cr. 


4 
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mole de Riemann pour (¢,) st iT on connaissait la valeur 3), a adopter 
| pour z Sate point 1° dans les approwimations successives du n° 29. Nous. 
_ fixerons une fois pour toutes 4? et nous dirons que toutes les intégrales 
qui répondent aux mêmes conditions- limites relatives a |’ origine, 
_ tandis que z,,, prend une valeur variable, constituent un J'aisceau [al 

AT out le problème consiste donc a déterminer 5 ., de telle maniére que 
l'invariant J, correspondant au lacet & Gi ait ie ue donnée [pro- 
 blème (A)]. Or, d’ après les résultats du n° ee (trans posés pour la sin-— 
| gularité æ —1), tout revient à déterminer z°., de manière que, ¢, ten- 
Mint vers I le long d’un chemin F [qui, au voisinage de 1, est le trans- 
… formé d’un rayon intérieur d’un secteur de première opty c dy 
Genie za c’ ‘est-a-dire a oy - tende x vers | 


~ La 
Ra? sat Withers VIP rte 

nn Cra Cues | avec” - —2 costs; = di; 
a ra ge Ne 


AE * - à 


a équation même que Von ner ae écrire montre que $, sera AAA 6 à un ne 
nombre. pair. près ig les médianes de. première espèce du pointæ=1 
seront donc connues et par suite le chemin T décrit par ty sera pare. | 
. faitement défini. SET y a SET ; 
pans diviserons, sen trois sparties la solution du problème précédent: 

1 , de 


; us ne ‘ensuite, que, te nt ra ae : 
16 def, is valeur Bhat) 4 ae ‘il fan Ko pour ate | 
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qu’au voisinage de z, = o et sur une médiane de deuxième espèce (par 
exemple) 24, est très voisin de — 2(2’A, + À,.,), c'est-à-dire de 


& O2n+-1 ph Zn+1 


+S. 
Si ot; Z; 


Mais la méthode employée pour l'équation VI et qui nous a permis 
d’énoncer les résultats du n° 47 nous assure également que l’équa- 
tion «, — « admet parallèlement à la médiane de deuxième espèce une 
double infinité (*) de racines ¢,, 4 (pu, v=1, 2, ...); d’ailleurs, si 


l’on a asymptotiquement z,,, at; + bt; +c, ces racines se rap- 


prochent indéfiniment des deux séries de racines de l’équation 


(s+1)aë - ($—1) bt? x 


(205) 55 — = = 
ati + bt°+ X2"sh+e¢ 


Rappelons encore que d’après le n° 29 la valeur asymptotique z,,,, de z, 
a pour expression 


1 " ' n es ; 
(206) ee + (shy ) oh (5 Log Fs) 


— ——— — ———————— - l; 
+ Va WYER =A) sh (5 Log fe) 


or, pour l'instant; la valeur z,,, est arbitraire; on voit donc que les 


coefficients a et b de (205) peuvent toujours être supposés différents 
de zéro; de plus, en remplaçant au besoin le secteur de deuxième 
espèce qui contient le chemin ©’ par un secteur adjacent, on peut 


- toujours supposer S, — s + 1 £ à : ainsi, les deux séries de racines ta, ty 


existeront certainement. 

Ceci posé, igh de par € la valeur qu’on vient d'attribuer à 3°, 
et faisons varier 3,,, par continuité à partir de € de manière que l’équa- 
tion 4, = présente une racine qui parte de #, out, et décrite un 
chemin F tendant vers le point æ = 1 ; au début tout au moins, 3,,, sera 
une fonction holomorphe bien déterminée de la variable ¢,; nous allons 


oo ee 


* 
(1) Si s est réel, nous ne sommes plus sûrs de l'existence d’une double infinité de 
Fapices dans la région (R); mais nous avons vu que ce cas est un cas-limite de celui 


où y est complexe (n°48); (R) contiendra au moins deux séries (finies de RAP et 
cela nous suffit. 


~~ 2s Ue ae 


$ 
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D. voir que le choix de la série (t! ou t’) à laquelle appartient la valeur os 6 aaa 
initiale de t, n’est pas indifférent (*) : suivant qu'on choisit une série a 


ie - ou l’autre, 3), ,(t;) aura deux valeurs, en général bien distinctes. 
ER En effet, dans l’expression (206), faisons 

Ps MATE ERA ET CORTE, den EE a 

pees. oie re CUP aerate tee nd aH a? 


x apres (205) et (206) Péquation «, — à sera asymptotiquement équi- 


5 fe pivalonte aux deux suivantes : SE 

| LEARN (Har, y fy ee MST 

ue où 7, a" her dépendent que deh’, À", 3°, S,, «, c’est-à-dire, dè d,, d,,,, 

ee See $, 3 at &. Si l’on fait varier 4, depuis un point ¢,, soit oy (correspondant Me 
D. x) jusqu’à un point 4, = 0” (correspondant à ay, $ variera depuis — 3 

§ SR 4 SU a jusqu'à % ie Ey, ys = hee sca 0)5 9, Ces résultats, a“ 
ae | ealables en premiére approximation, restent exacts pour les intégrales 

D... - : de (G,).a une erreur relative pres de l’ordre de ¢’ (ou de r,; n°.30, 

| | ad fin.) : cela suffit pour qu'on puisse affirmer quet; allant dented Ha ie 
188 FRA l'intégrale [=] ne coincide pas à la fin avec Vintégrale initiale. N/A 
Re” pur | Pour montrer que la coincidence a lieu au contraire quand ¢, va 
Sa det’ alun queleonque des points de la même série, imaginons qu’ on : 
RAS Sdgglace t; depuis Pun quelconque des points ¢’ (arbitrairement voisin 
ASE a dé zéro)j jusqu au point #” consécutif ; Je raisonnement de tout à l'heure — Lite 
27. montre que, si z,,, ne revient pas à sa valeur initiale G il doit pénétrer | 


_ dans un eerclé dont le centre est £ et dont le rayon est de l’ordre de —~ 
Ans de « ' Ce cercle contient donc un point d’accumulation des st 
_ points précédents; mais alors on pra trouver deux tels points arbi- 
trairement voisins, soient z,., et z;., tels que pour les MERS du 
_ faisceau | z| définies par les conditions initiales (4°, s!,,)et (4, 3%) 
les équations a (A) = % pe eRiratent les mêmes files de des = le 
.ce qui est absurde. ‘ | Ca 

En définitive, si l’on fait varier l'intégrale dans |z| de manière que 
| l'équation %; ( ) = 2 a soit jee en un page t; variable EU continuité 


- () On peut nue or gre le chemin r contient un point t’ au moins set un 
HUE r au moins. 


X 


LN PR im En ee 
any ¢ » M7 r k 
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% ‘ . Us = 0 0 
sur la sphère à partir de ¢ sur I, la valeur prise au point fixe t? pars, 
variera par continuité sur la sphère complexe © pour | 7, | assez petit; 


‘elle restera la même si l’on remplace le point de départ ¢’ par un point 


quelconque de la même série; elle changera en général si l’on rem- 


place le point de départ par un point de la seconde: série (') :'si donc 


nous parvenons à prouver l'existence d’une limite pour z;,, lorsque t, 
tend vers 1, le problème (A) aura deux solutions distinctes. 

Mais ceci pouvait étre prévu, car nous savons qu'il existe deux groupes G, 
admettant pour paramètres ceux de G,_, et les trois invariants J,, J,, J,; 
si l’on se borne à résoudre le problème de Riemann pour l’un des 
groupes, il ne faudra retenir que l’une des valeurs-limites obtenues 
pour s°,, en ¢; — 1; nous nous bornerons donc à l’étude de l’une seule 


n+1 


: 0 
des fonctions 3°, (t;). 


59. Résolution du problème (A) pour t; quelconque. — Nous montre- 
rons d’abord que lorsque t, tend vers un point quelconque du chemin V, 
le point 3°., tend vers une position limite bien déterminée. Supposons, en 
effet, que le théorème. soit inexact; on pourra marquer. sur F un are 


ouvert OÛ'tel qu’en tout point de 08 z°,,(4;) tende vers une limite 


bien déterminée, le même fait cessant d’être exact soit en 9, soit au 
dela de 4 : je dis que cette hypothèse est absurde. 

Effectivement la fonction a(¢,, z°,,) est méromorphe en 4, pour tout 
point de (4; —oett; — 1 exclus); d’après un théorème de M. Pain- 
levé (?) «(1,, 2,,,) est aussi méromorphe en z7,,, sauf peut-être pour 
les valeurs z°,, = o et 3),, = 0. Sur la sphère complexe = représenta- 
tive de z),,, entourons ces deux points de cercles y, et y..de rayon p 
très petit, et soit >’ la partie restante de la sphère. Soit alors À un petit 
arc del’, comprenant ¢, = 6 à son intérieur (au sens strict); pour chaque 
point ¢,de À «(4, 3,,,) possédera dans Z’ un nombre fini de pôles 
qui se déplaceront dans des aires w arbitrairement petites si A a été pris 
assez petit : ces aires seront donc extérieures les unes aux autres et 


intérieures a=’. Sur la portion Z” de X’ extérieure aux w, marquons 


encore les points (en nombre fini) qui annulent Bs pour une valeur 
Sn+1 


(1) Voir la note de la page 303, 
(?) Voir la note (*) de la page 262. 


{ 


bien il n’en sera rien. Donnons alors eae 


_cites il existera une branche de fonction 3° 
tion CA 2 j= = a admette une solution identique à la branche pré- — 
cédente et se réduisant ? à 3 pour & = 1, cette solution étant Dao , 


encore un Ries ‘de CA où un zéro de - 


heels 


| SOLUTION DU PROBLÈME DE RIEMANN. 


déterminée de ¢,; quand t, décrira À, ces points resteront dans des 


‘ aires w’ NON petites que nous exclurons encore de 2’. Soit Z” 
l'aire restante; ¢; appartenant à À et z° 


Le 


aX", a, (t, 2,,,) sera une fonc- 


7m> 0. 


n+1 


tion holomorphe des deux variables t; etat, etl’on aura 


os oz, Zn+1 


Ceci posé, faisons tendre 4, vers 4 le long de Pare 06 de T; ou. 


bien: Brat sortira de X” pour ne plus y rentrer, et cela.si petite que soit 


_ la région complémentaire de X” par rapport à = Ce 'est-a-dire si petits — 
.que soient p et le diamètre de À) : dans ce cas, z 


Ne tendra vers une 
limite bien déterminée et le théorème sera démontré pour 4, = 4; ou 


na, un système de valeurs: 


‘ quelconques, t, z, appartenant respectivement à À et 2"; a(t, 2°.) 


prendra une valeur a et d’après le théorème des fonctions impli- 
(t;) telle que Pequa- 


n+A 


holomorphe pour [4 pen LAS Bey RS \ 
_\ Or, lorsque set z varient de toutes. les manières possibles te leurs 


. domaines respectifs, un raisonnement bien connu (par exemple, l’ap- 


plication du lemme de Borel-Lebesgue) montre que A(t, 5) présentera 
un minimum non nul yo: Prenons alors pour 4, un point ¢’ de 09 à une 


distance de 0 inférieure à n,; soit 3 la valeur correspondante prise en ce 
point par notre fonction Sn (ti ); il suffit de remplacer ¢ par v’, s par 2’ 


et a ues Eee constater que Fn (ti ) est cele sur T° pour ¢; = 0. 


fi 


| ta HOP LS 
a; led. dans Te cas où ne de 3, 


3 2 suffirait de done arbi- 
“nti 1 


| trairement peu | r dans le voisinage de8 poe faire cesser la particula- 
rité précédente. AS VAE teat 


( 


\ ‘ 


| 60: ahi du probleme (A) pour t,=1. — Il né nous reste plus 
qu'à établir que, i, ree vers 1, 3 jms GO tend vers une limite bien 


3 déterminée. FER 
Or, quand on an varier banat une maniére Ae sur la “ie 


complexe x, toute intégrale |<] du faisceau |s| peut être représentée 
Ann. Ee. Norm., (3), XL. —-Ocrosre 1926. RE es _ 39 


305. 
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dans le voisinage du point t; =1 par des caractéristiques convenable- 
ment choisies. En particulier, soit A un rayon parallèle à une médiane 
de première espèce (pour le point singulier t,=1 et pour l'inté- 
grale [:]); lorsque [z] variera dans |z| assujettissons le secteur 
auquel appartient A à rester dans la région (R,) (‘) : 


| cos arg Log(1— ¢,)|2n > 0. 


A in sur À, «, (&) tendra vers une limite finie a? (n° 53), variable 
avec 3°.,; mais.si z°., décrit toute la sphère complexe Z et que A reste 
assujetti à la condition précédente, on voit aisément (2) que | a?| res- 
tera uniformément borné et qu’à chaque nombre positif arbitraire- 
ment petit e, on pourra associer un nombre positif A tel que pour 
toute intégrale du faisceau, et sur tout rayon À intérieur (*) à un sec- 


teur première espècé de ae on ait [avec a —=a;(t;)] 


(207) [&— ap |<e, 


3 1 ile pour —A[Log(1— &)]ZA. 

Or nous avons vu aux n° 58 et 59 que ieee le faisceau | 2| on peut 
encore définir une integrale quelconque au moyen de la valeur a prise 
par % en 4, sur; mais, si |¢,—1| est assez petit, « est une fonction 
de a vérifiant les conditions (207); si |¢,—1| est pris assez petit, il 
existera donc sûrement une intégrale du faisceau (et une seule) pour 
laquelle la valeur-limite de «, à l'infini sur A sera un nombre fini arbi- 

trairement donné «; ce sera l'intégrale qui résoudra le probleme de 

Riemann pour ¢,; elle constituera d’ailleurs, d’aprés (207), la limite, 
pour ¢, tendant vers 1, de l’intégrale définie par «,(4;) = a. 

Ainsi, sous réserve des restrictions faites plus haut [n° 55, note (‘}, 


(1) Pour certaines valeurs de z%,, cette condition pourra obliger à remplacer un 
secteur par un secteur adjacent; mais ces discontinuités ne présentent aucun incon- 
vénient pour le problème actuel. 1 

(?) Par exemple, en appliquant le lemme de Borel-Lebesgue. D’ailleurs, afin de 
pouvoir appliquer/ce lemme, il faut étre sir de pouvoir écrire des inégalités de la 
forme (207) pour une intégrale déterminée de |s|. Or la première est une consé- 


quence immédiate de la théorie des caractéristiques de première espèce; la seconde, 


s'établit comme pour VI ([VI], n°° 23 et 36). 
(*) Voir la note de la page 301. 
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pe 26 n° 56, note (1), p. 289 n°57, p- Box] à propos de la détermination 


ode My 5; if par pa ae pe on peut dire que la solution du problème de 
FFE est unique une fois qu’on s'est donné le chemin T. D'ailleurs, — 
pour. deux chemins T qui peuvent se réduire l’un à l’autre par une défor- 
mation continue, sa srencontrer les points singuliers, les solutions obtenues 
ne sauraient être différentes Ce is Ainsi donc, sous réserve des restric= 

_ tions précédentes, la solution du probléme de Riemann. est unique, ce 
qui concorde bien avec le Fuñdamentallemma de M. Schlesinger (2). 

_ Ajoutons enfin que l’équation linéaire (E, ) correspondant à à cette solu- 
_tion sera toujours ale! déterminée gaat FR aoe valeurs particulières 


# Sté enfin à rs notre dotée même aM résolution que dens. 
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LES SYSTEMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES 


A VARIETES LINEAIRES LACUNAIRES 


Par M. A. BLOCH 


I. — Introduction. 


1. Le présent Mémoire est le développement d’une Note publiée 
aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences le 13 octobre'1924 ('). 
II s’agit d’une généralisation du théorème sur les sommes d’exponen- 
tielles donné par M. Borel, dans son Mémoire Sur les zéros des fonc- 
tions entières (Acta mathematica, t. XX). Les propositions établies ici 
sont à ce théorème ce que les théorèmes de MM. Landau et Schottky 
sont à celui de M. Picard. Elles généralisent à la fois le théorème de 
M. Borel et ceux de MM. Landau et Schottky. 

Un des énoncés analogues au théorème de M. Landau qui seront 
obtenus est le suivant : 


THÉORÈME. VIII. — Soient 
f(&)= a+ ur +...; g(æ)= b+ dix +...; Haut 


k(x)=e + ere. 


n fonctions d'une variable x, holomorphes dans le cercle |x| <1, ne s'y 
annulant pas, et dont la somme n’y devient pas égale à l'unité. Les termes 
constants a,, by, ..., €, sont supposés différents de l'unité, et tels que la 
somme d'un nombre quelconque d’entre eux diffère de zéro et de l'unité. 


(4) Sur le théorème de M. Borel et sur une généralisation de la théorie de 
Picard-Landau (C. R. Acad, Sc.. t, 179, 1924, p. 666). / 
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Alors les coefficients a,, by, ..., e, (et.d’une maniere plus générale, 
les coefficients des termes de degré i, a;, b;, ..., e;) admettent une borne 
supérieure dépendant uniquement de ay, ba, ---5 € (et det). 


Cet énoncé contient, comme on voit, une condition restrictive rela- 
tive aux termes constants; cela tient à ce qu’une somme d’exponen- 
tielles de fonctions entières en nombre supérieur à 2 peut être égale 
à 1 sans que toutes se réduisent à des. constantes; il y a donc dans la 
théorie actuelle des cas spéciaux, ce qui ne se présentait pas dans la 
théorie de Picard-Landau. 


2. Dans la section II du présent Mémoire sont établis sommairement 
les théorèmes de MM. Picard, Landau et Schottky par une méthode à 


 lafois élémentaire et relativement rapide, dont l’exposition est destinée 


à alléger la substance des sections ultérieures. 
- Dans la section III, le théorème de M. Borel est établi et interprété 
(comme dans la Note citée des Comptes rendus), de manière adéquate À à 
l'objet du Mémoire actuel, 

La section [V contient certains lemmes, d’ailleurs intéressants en 
eux-mêmes, qui seront utilisés dans la suivante. 

L'objet de la section V est l'étude des systèmes de deux fonctions 
holomorphes d’une variable, qui, dans un domaine donné, ne s’an- 


nulent pas, et dont la somme n’y devient pas égale à l’unité. Des théo- 


rèmes sont obtenus (donnés déjà en partie dans la Note des Comptes 
rendus), analogues à ceux de MM. Landau et Schottky ; ils comportent 
la distinction entre le cas général et deux cas spéciaux pour lesquels 
les énoncés sont un peu plus restrictifs. 

I s’agit dans la section VI des-systèmes de x fonctions holomorphes 
de n variables qui, dans un domaine donné, ne s'annulent pas, et dont 
la somme n’y devient pas égale à l'unité. Un théorème ressemblant à 
celui de M. Landau, et déjà annoncé aux Comptes rendus, est démontré 
à leur sujet, et à la fin de cette section et de la suivante sont établis 
divers compléments. 


Dans la section VII sont étudiés les systèmes de n fonctions holo- 


morphes d'une variable qui, dans un domaine donné, ne s’annulent 


pas et dont la somme n’y devient pas égale à l'unité. On obtient pour 


} 


SUR LES. systèmes DE FONCTIONS HOLOMORPHES. 


ces oh des résultats Co une ceux. de la dection er La 
Rio est donnée sous forme condensée; |’ ’interprétation 
_ géométrique permet. de simplifier les recherches accessoires et d'obtenir 
avec aisance des énoncés invariants dans le groupe projectif. 

La section VIII contient diverses observations ét suppositions, tant < 


, prea des différentes parues an Meroe ques sur wer ARE voisins. 
LS bin usar aap F 


in 


MEN Il n pe ee a priori qu'au aire " M. Borel FR 
ecerenpoudre des propositions en termes finis, de méme qu’au théo- 
_réme de M. Picard correspond le théorème de M. Landau. Cela résulte 
d’un principe général qu'on peut formuler ainsi : : Nihil est in infinito 
be on non prius fuerit à in finito. Mais quelles étaient les propositions e en. 
question? Voilà ce qui n'était pas évident au premier abord. Les. 
au publiés à aux Comptes rendus sont, comme nous l'avons dit, 
_ exacts, et seront démontrés dans ce Mémoire; ‘mais la FR EEE 
n’en est pas | tout à fait a aussi simple que le texte de la Note pouvait le 


_ donner À à croit e a De @ est là un RARE sur ul nous reviendrons au 


ie? ei 


va 
AR + 4 


n 


; des Leese ete dndulte M. enseatt a is Aue 


ue sous son ou pores de ne donnant croissance pue 
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Dans deux Mémoires publiés en 1914 et 1918 aux Acta mathematica, 
M. Wiman, envisageant encore le module maximum, obtint par des 
considérations nouvelles des résultats beaucoup plus serrés; ceux-ci 
furent amenés par les travaux de M. Valiron à un haut degré de pré- 
cision et de généralité. 

Enfin, dans ces toutes derniéres années, MM. F. et R. Nevanlinna 
créèrent la méthode originale et féconde dés valeurs moyennes loga- 
rithmiques ('), quis rate avec une simplicité inattendue À à la réso- 
lution d’un grand nombre de questions. ù 

Ces deux dernières méthodes, celle de MM. Wiman et Valero: et 
celle de MM. Nevanlinna, sont le dernier mot de la théorie moderne 
des fonctions uniformes. Suivant la question traitée, c'est l’une ou 


c'est l’autre dont l'emploi se trouve être le plus commode. Elles 


réclament d’ailleurs encore toutes. deux un certain nombre de 
perfectionnements. 

Dans un travail antérieur (?), nous avons développé les conséquences 
en termes finis de la théorie de M. Valiron. Nous y avons trouvé que les 
propositions de théorie des fonctions obtenues jusqu'alors exclusi- 
vement à l’aide de l’uniformisation fuchsienne pouvaient se déduire 
avec la plus grande simplicité du théorème suivant : 

Soit 

J(x)=2z+. 


une fonction holomorphe dans le cercle-unité |x| <1, s annulant à l'ori- 
gine et y ayant une dérivée égale à un. Alors, il existe une constante 
numérique K telle que le domaine riemannien engendré par la fonction 
contienne un cercle à un seul feuillet (dont le centre peut étre supposé réel) 
de rayon au moins égal à K. 


’ 


Dans le présent Mémoire, nous nous placerons alternativement, 
suivant que cela se trouvera être plus rapide, au point de vue de 
M. Borel ou à celui de MM. F. et R, Névanlinna. 
a a se 

(1) Cf, par exemple, R, Nevanuinna, Untersuchungen über den Picard’schen 
Satz (Acta Societatis Fennicæ, 1924). 


(?) Les théorèmes de M. Valiron sur les fonctions entières, et, la théorie de 
l'uniformisation (Annales de la Faculté des Sciences de Touldtise. 1925). 


a 
ss 


SUR LES SYSTÈMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES. 313 


II. — Les théorèmes de MM. Picard, Landau, Schottky. 


4. Nous allons, dans ce paragraphe, nous placer au point de vue de 
M. Borel dans son Mémoire des Acta mathematica, mais en remplaçant 
, + CUT Pare es 5 
l'emploi du minimum du module par des considérations plus simples. 


Lemme 1. — Sout f(z) une fonction égale à 1 à l'origine, holomorphe 
dans le cercle | z|=R, dont le module maximum y est égal à M(R, /). On 
pose f(s) = P(s)9(z), où P(z) est un polynome égal à « à l'origine, 
dont les zéros appartiennent aussi à f(s), avec un ordre de multiplicité 
au moins égal, et sont inférieurs en module à un nombre r <R. Dans ces 
conditions, le module maximum de 9(2) dans le cercle de rayon R 
satisfait à l'inégalité 


2 


logM(R, 9) < (Rory cet S)- 


Soient a,,..., a, les zéros de P(z). Le long de la circonférence de 
rayon R, P(z) satisfait à l’inégalité 


rere (By) =a 


Le théorème de M. Jensen donne 


Jos 
. On a donc 
| | | R R? 
logQ > log apes log MUR, OD) Se log M(B, ihe 
r R (R—7r) 
log => : 


Or, en tout point de la circonférence z = Ra lieu l'inégalité 
log] (s)|<logM(R, f) — log | P(<) |. 


. Eu égard à la limite inférieure de log Q qui vient d’être trouvée, on 
obtient l'inégalité de l’énoncé du lemme. 
j Ann, Ec, Norm., (3), XLIII. — Ocrosre 1926. ho 
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‘Ce lemme 1 nous sert à établir le suivant : 


Lemme 2. — Soi f(z = une fonction holomorphe pike le 


cercle |z|<R, les fonctions J, et f étant holomorphes dans ce méme 
cercle, et fy égale à x à l'origine. On a, pour tout cercle de rayon r <R, 
l'inégalité 

36R 


logM(r, f)<logM(R, ji) + FRE 7 


,logM(R, fi). 
Soit P(z) le polynome égal à 1‘à l’origine dont les zéros sont, avec 
leur ordre dé multiplicité, ceux de /, dans le cercle de rayon r< R. 


Posons 
Q 
Ai=P oo, ère Po, f=: : 
Pe ‘ 
On a, d’après le lemme 1, 
2 R? 
logM(R, 2) < (Rory eM (Rk, J): 

D’autre part, d’ après la démonstration même de ce lemme, on a, le | / 

long de la circonférence de rayon R, 


log P(s) >— logM(R, f/f), 


R2 
(Rr) 


et il en résulte, comme plus haut, | 


logM (R, gs) <logM(R, f,) + ———~ logM(R, fi). 


R? 
(RSrF 

On a donc des bornes supérieures de | 9,| et | ¢,| sur le cercle de 
rayon R, valables aussi sur le cercle de rayon 7; de plus, 9, n'a pas 
de zéros à l’intérieur de ce cercle, et est égale à 1A Vorigine. Soit 
alors r’ un nombre ern! ar; l'inégalité de Hadamard-Borel donne 
sur le cercle de rayon 7’ 


gr 
log] 92(2) | >— ——— logM(r, 92). 


ot ' R-t 7’ 
SI nous supposons r = ——; nous avons done 


1 32 R$ 
logM (r!, =) <TR (R— ry ; logM(R, fa) 
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et, d’autre part, 


4h? 


D'où, en écrivant de nouveau r à la place de 7’, l'inégalité à établir. 

De cette inégalité, on peut déduire sans peine par les méthodes 
classiques de la théorie des fonctions croissantes, que si /,. /,, f, sont 
des fonctions entières, on a, si petit que soit e positif donné, — 


logM(r’, $1) < log M(R, f,) + logM(R, fz). 


logM(r, f) <log M(r, f,) + [log M(r, fz) |'** 


à partir d’une certaine valeur de r, sauf peut-être pour des valeurs 
de r appartenant à des’ intervalles où la variation totale de logr est 
finie ; et l’on pourrait donner à cet énoncé une forme précise suffisante 
pour les applications qui suivent. Mais il nous sera aussi commode 
d'employer directement l'inégalité obtenue. 


5. Le premier théorèine de M. Picard sur l'impossibilité pour une 
fonction entière d'admettre deux valeurs lacunaires finies distinctes, à 
moins de se réduire à une constante, s’en déduit en effet aisément. 
Soit 

ef 4+ e&&§—1=0. 


Il vient, en dérivant et résolvant, 


Si F et G ne sont pas des constantes, nous pouvons placer l’origine 
en un point où F’— G'Æo, et dès lors appliquer le lemme 2 aux 


Se ERAGE: M(R AU A 
seconds membres, en utilisant l'inégalité M'(r) << ae qui a lieu 


entre le module maximum M(R) d'une fonction holomorphe, et 


celui M'(r) de sa dérivée; nous obtenons ainsi des bornes supérieures 
des modules des seconds membre en fonction de M(g, F) et M(9, G), 
dans lesquelles nous pouvons remplacer ceux-ci par le plus grand des 
“deux, soit U(p). | 

Or, en appliquant aux premiers membres l'inégalité de Hadamard- 
Borel, nous obtenons une borne supérieure de'M(r, F) en fonction 
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de M(R, e"), de M(r, a en fonction de M(R, e®), et par suite de U(r) : 
en fonction de M(R, e") et M(R, e°). 

Eu égard enfin a l'égalité des premiers membres aux seconds, il 
vient une inégalité entre les valeurs de la fonction positive crois- 
sante U(¢) pour deux valeurs différentes de ¢, de laquelle il résulte, 
par un procédé classique, que U(e), pour une valeur finié de p, 
dépasse toute valeur finie; ce qui est absurde. 

La même démonstration s’applique, avec de légères modifications, 
à l'impossibilité pour une fonction à point essentiel isolé d'admettre 
dans le voisinage de ce point trois valeurs lacunaires distinctes (pou- 
vant comprendre. +); cette impossibilité revient, en effet, à celle de 
l'identité 

(1+2 J.) am e+ (+ 8 +...) arr, 


où F et G sont des fonctions entières, m et p des entiers qui peuvent 
être supposés positifs, et où les fonctions entre parenthèses sont holo- 
morphes à l'infini. 


6. Pour obtenir le théorème de M. Landau, il suffit d’observer que, 


posant 
= fc) LE Ay + dE +. ay 


‘on obtient, d’après ce qui précède, en fonction de a, et a,, le rayon 


d’un cercle à l’intérieur duquel U(L) dépasse toute valeur finie. 

Le théorème de M. Schottky s'établit de manière un peu différente, 
et il y a lieu d'utiliser le fait qu’une fonction dont la dérivée est nulle 
se rédujt à une constante. Observons d’abord que si l’on connaît a, 
et a,, ce dernier non nul, on obtient par le procédé habituel, à partir 
de l'inégalité à laquelle satisfait U(») dans le cercle de rayon 1 où les 
valeurs o et 1 ne sont pas prises par la fonction holomorphe 


S(@ySaot+ar+.. 


une berhe supérieure pour U(r), et par suite, pour M(r, /) en fonc- 
tion de a), a,, et der<t. Mais supposons que /(0) = = soit seul 
connu ; nous allons voir qu'on peut encore trouver une borne supé- 
rieure de U(r) et de M(r, /) en fonction de a, seul et de r. 
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Dr at 


we cet effet, ‘distinguons deux cas, suivant que Mr, pi Ze est. 
| “inférieur. ou supérieur. ru. S'il est inférieur, Pog, et: par. suite, 
iy sont visiblement bornés en fonction de a, etr. S'il. est supérieur, 
| reprenons le calcul indiqué plus haut. pour. le ‘théorème de Picard- 
. Landau, mais avec les deux modifications suivantes : d’abord, nous ne. 
… considérons, - pour l'obtention des ine gahtes successives, ES a} 


fs Peer 
à cercles. de rayon compris entre — cet Ly, de plus, puisque l'on ne. 


268 connait. plus a, mais que l'on i t aeulbment que Mr, Pe : GC’) est | 
supérieur À fee nous transportons provisoirement, pour la partie du 

raisonnement relative aux seconds membres des égalités, l’origine au | 

point du cercle de rayon r LU SC? dépasse 1; on obtient ainsi encore. 

wr des pres es des seconds membres en fonction de au D 


i 


origine, on | continue comme ci- -dessis. . 


sn v; 
LI nl b 
NS 


: 0m Le Le théorème âe Borel. 


Deen ur LC 
lorsque l'identité a trois term S, el ‘to 
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Supposons d’abord que e*, ef, e! ne soient liées par aucune 


relation linéaire et homogène. 

La somme des quatre quantités e”, e&, ec" et 1 étant nulle, leurs 
wronskiens trois à.trois sont deux à deux égaux ou égaux et de signes 
contraires, Ce que nous écrirons 


lefefel|=—|efelr|=l|elre"|—=—|refe]. 
Nous avons ay 
POR RS BIR TES ef el | 
2 ns 
Es CG 1 eteñi 


el deux expressions DRE pour e°, e". 

Le wronskien | e*e*e"| n’étant pas identiquement nul, nous pee 
prendre pour origine un point où il est différent de zéro. e*, e°, e” sont 
égales à des fractions ayant un même dénominateur, et dont les termes 
sont visiblement des polynomes entiers par rapport aux dérivées pre- 
mières et secondes de F, G, H. Désignant par U(e) le plus grand des 
nombres M(p, F), M(p, G), M(p, H), et opérant comme au para- 
graphe précédent pour la démonstration du théorème de M. Picard, on 
obtient encore une inégalité à laquelle satisfait U(2) pour deux valeurs 
différentes dep, et cette inégalité conduit 2 à une impossibilité. 

Si maintenant nous supposons e*, e*, e" liées par une nouvelle rela- 
tion, linéaire et homogène, nous nous servons de ce que le théorème 
est démontré pour une identité à trois termes : il en résulte immédia- 
tement que sie", e°, e" ne sont pas toutes des constantes, deux d’entre 
elles sont égales et de signes contraires, et l’autre égale a — r, ce qui 
achève la démonstration. | 

Cette démonstration par récurrence s'étend au cas d’une identité à 
un nombre quelconque de termes. Observons, en effet, que le théo- 
rème équivaut à celui-ci. Deux au moins des termes e de Viden- 
uté Le" = 0 sont proportionnels. Supposons alors que nous ayons une 
identité à 2 + 1 termes, le théorème étant démontré pour nr termes. Si 
les n premiers termes sont linéairement indépendants, le calcul direct 
déjà fait pour trois et quatre termes conduit à une impossibilité. S'ils 
sont liés par une relation linéaire et homogène, deux d’entre éux sont 
proportionnels. 

Le théorème est done démontré pour n +1 termes. 
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ah ne même démonstration s ‘applique, avec de de modifications, 
a la démonstration du théorème plus général : t 


Ou a 


“i 


| Soit supposée une identité aun nombre fini det termes à 


de REP" “ 1 io, ANSE , 2 : 
eae. > de a PL 
2 r * À D Û 


où les F, sont des PAAUR entiéres, les m; des entiers quelconques, ë où - 
les fonctions entre parenthèses sont holomorphes à l'infini. Alors les 
| termes de cette identité se divisent en un certain nombre de groupes, el 
MATE les termes de chaque | groupe ne différent de l'un d'eux ge par des Ps 2 
Re teurs constants. dont la somme est nulle. PA PSE | 


Dr: . vot age du un cane point. qu “elles admeitens i i a toutes pour | 
us cine isolé, et dont tas somme n est He os que Alors, 


se suivantes : une + Moanin fas nulle ou à infinie, ou (bien Ds 
| eue tent égale à l'unité. SA RS IER a ee veus ; 
5 ai LA ee i: vat 

— = Quelques lemmes préliminaires. 


théorèmes dns aux 1x Comptes rendus, gs 
au “lieu: Ne la méthode Hans ur 


GET. À 
apes 
W i 


Sf le nombre des Zéros de la fonction i inte 


MEP TEN RTS VX PC ESS | 
PL APN S UE CE 


t x i 

Le. 

ñ fi, + _ f 20 

re 
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rieurs au cercle |x| <7, ils posent aussi, avec M. Valiron : <r 


Nir, f= f Par : ee Rees 


Nous poserons, la fonction f(x) étant supposée méromorphe, | ASE + ES 

: * : . Lat 

-: Leume 3. — La fonction f(x) étant FA eale pour [x es °, on Te & 
sur tout cercle de rayonr in  férieur à à p, l'inégalité — A 12 
. ; i A ae . à 

= AE en € 

min CN < Blogs-+ logni-+ leg] + alte! i, Bae 

- Hoes Ee 

+ (n-+1) log, + logm (p, el). oe eee 


En effet, on a, d’après MM. Nevanlinna, BE AS 


\ : * N À J ‘ ye on Z $ Fa M ae 

j 4 - i 27 4 0 | 20} g ee 
i : 1 2 1 oe BC. ? i yt Er 

OZ E ff blem PSF a, 

3 Pe oT n \ pe — & : Ho + : a 

Aipiiccbane ies aa SEA Ay TR TA AN CAO 

suis 0 anlpeñ: NÉ ee STATS ee | 

in) = — tip pe AE BEL re Pe GERS 

of (a) =e log) eft? ates Oy )nti ag ot i 

0 wet } een x 


et, puisque PÉTER ar À 4 A RUE ROUES 
m(p, e/)— m(p, et) = A), CE "ones PART OST 
2n!p 


FOIE Gal A) +amç en es e i 


d où se conclut l'inégalité annoncée. ? < | PS: 


‘ AS 4.— La fonction f (a). étant au dans "2 cercle z< an ee : 
ona ied tout nombre a de Faute r Dik dimen Ps RÉ AIS ve ie 


p? cr bx 
PAT b,) 


a [nes 7) * Bee 


Me Sia, ie + 

. | 1 1 Ce SON «+ % 
4 ‘ . = 

pe ; fe ha 


pi— aye i fo et ee 
ce Ce PNR 


3 iy log fu < Ee Date pf) log 


i 
F 


Pe Wh eu} 


v a? 
ou À Les à sommes na second nie sont étendues respectivement aux pôles by LT eee 
et aux séros ds de Module in férieur à Sen RP oa © te ei Taos 

“ he, AA MR ES ? i> de UN oe PE APN oi 
4 i ‘ ’ i ae . CS À 
7 / AUS "ms RCE à ë x 
Fr \ + es ss, Ixy = 
Lia i ae La) # 
7 i nie TRS J 
' e AT ts « Le el ge 
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i is £ \ ‘ cat 
ue oe Piast la une conséquence immédiate de la formule dé Poisson- pe Ae 
Jensen WA Et eens cen So 
» L'inégalité ci-dessus a lieu a fortiori si Von supprime au second prete Pes 
1 ; à (Hs 
ee “membre la somme relative aux zér0s, OU bien m(¢, 3): Beet FU ie VU OS 


i à - x 


PTR AED heal cg tes yer: | es ; baat ba LE 

à 40: Lame 5 = Soi) , Abe ARR D 

yy ( er 1 ddr j } é d : ‘ ! oy 
> id “os x ee wt, 1 | f {a ds Tek ran ' 5 4 y *: 7) CU 


HS MEN te CHE Ge) ea esa Rt tarts 
FN ee. À LAS Re ; ‘ 14 5 Os “ | ft Se xUP 
un n polynome de Hegre n dont tous des Zéros sont intérieurs au cercle-unité. GES TE 7 
Atout nombre positif r<1 et à tout nombre DO y, si petit soit-il, Meera ae 
AE on peut faire correspondre u un nombre H eae HAT der et ; Sas 
4 L : % de Y (nullement 5 œ ni lé n), tel ae / Begs Bea oan 


DO La 


€ 


1 ve, if + 1 L i ' > ts : 
ER - + r + 4 k > ‘ #7 Aer T & 1 


a D te Ne", ee ; POELE Rite | 

Mee es ee ee van | She ew bre 

soi ve. ifié Je our - toute erie de : x in inférieure à à ren module, sau £ peut | Be dE 
Mes Det 
; pour celles comprises Bee des contours de None totale au u plus ‘ Near 
pe D us Ms + oe % . hor is gr té : q ae 2 “e 


- ae #. à Fun à EL 


K | : Ro RTS RER aus Ye ASE 


Misano : : Loos 


Ja iron : re on er gener a ihe ) Je are 
ro) fh 
9), par le calcul d'une limite She LUE 
ie ej ‘ x § - 
bE ET er ae fay mae BI ea Pot Syd | 
ion nous | adm nettrons le tem 5, donc il est. QUE RUE Cote ae 
ARS SEE RO EN ‘ 
( PMLA nous le montrerons. dans la der- A, APR ON 
4 4 F f À F ; & 4 L te Bs 4: ‘ 


à nombres t by, assets veulement à ‘être de 
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de contours de longueur totale au plus égale ay, ait lieu l'inégalité 


ERA < hZlog ; 


I 


Z log 


les deux sommes étant étendues à tous les t. 
se Nene . ET 
Nous distinguerons les ¢ de module compris entre —— et 1, et ceux 


1+r 
de module inférieur à —— ; nous poserons pour den des sommes 
Z2=—2+2, 
où 2 est étendue aux premiers et £” aux seconds. 
Remarquons qué si c et d sont des nombres inférieurs à un en 
module, on a, par exemple, à l’aide de la géométrie non enclidienne, 


> [lel—1al|. 


c—d 
ea fet] ay 


1— cd 


Obtenons d’abord une inégalité entre les Z' : le nombre ¢ étant sup- 
posé de module compris entre a et I, nous avons 


i—@t 1—|a2|| Ee} 
WR mart ES AA PET T 
a Q—lt)(ir+|el))_ G—lé) G+ fe) 
=>) | D LEO ee Sn LS SR 
be [Te] RE: 
os log | +}. 
Par conséquent, 
2! log | = log=+ 


Passons aux &”, Soit n le Hombre ie tinférieurs en module à : : 4: 


on a, pour un de ces £, 


log | — 


cae > Ing Fear 


Alors, d’après le lemme 5, on a pour |x| <r, sauf peut-être a l’in- 
térieur de contours de anes totale inférieure a y, 


2" log | 4 


| = Blog < Hn <K2" log 7 ‘ 


FEU 
où K ne dépend que de r et y. | 
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Ky aie at ie Ne É aoe ate oie Vi 
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Les eee net ry 
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y Te kis N à nh 


* ay dy 


ae ee pour oe iS, P < I, des bornes supe 


“dépendant uniquement de M, en pe De plus, st, tou- 


<i; on eee en un certain point, PE 


ave 
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T bein un cercle quelconque || a ei i 
et inférieure pre OTe ee de ae Oyo os 
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à 7 sed coke ST hee NZ 
on a en un certain point, sou | y+ |>8 positif, soit Fe + 1|> Ô 
positif, les deux rapports + ets admettent dans un cercle quelconque 


| |<’ <1 des bornes supérieure et in férieure dépendant uniquement 
de M,, p, 8, et p!; de même, si l’on a en un point où [&|<p<1,. 


LAN À X 
à +1 | > 0 positif, soit lz +1 | >6 positt if, les deux rapports + 


soit 


et admettent dans un cercle quelconque |æ|<p"<1 des bornes supé- 


rieure et inférieure dépendant uniquement de M,, p, 6 et p'. 

Rappelons l'identité : 
A|ABC|=||AB||AC]|, 
A ABC] 


| AB|{AC| 
D’autre part, le lemme 3 donne, pour r < R, 


|AC| 


d’où résulte que est la dérivée logarithmique de TAB]: 


+ 
a rte K logm(R, ef, es, e*), 


lefere*| + 
inégalité oum(R, e’, ef, ec”) désigne le plus grand desnombres m(R, é/), 
m(R, e), m(R, e’); K désigne une constante quelconque ne dépendant 
que des valeurs initiales ; dans la suite, les K pourront dépendre, en 
outre, des rayons des cercles fives qui seront introduits. 


1°.Démontrons d’abord la proposition numérotée 1°. La limitation 
de l'expression de MM. Nevanlinna entrainant celle du module maxi- 


mum, il suffira de prouver que me. 7) et les expressions semblables 


sont bornées. | 

Nous considérerons, pour plus d’homogénéité, au lieu du cercle- 
unité, un cercle de rayon R,; entre le cercle R, et le cercle p, nous 
intercalons deux cercles fixes R, et R, avec R, >R, >R; > p. Nous 
- distinguerons trois cas : 


XY 
a. À l'intérieur du cercle R,, l’une au moins des expressions == HSE 


KY" = 
[YZ]. | ZX | 
YZ? OX est inférieure à € en module. 


b. L'hypothèse précédente est exclue; mais à l’intérieur du cercle R,, 


PPS 
f 


D: 


chacune des expressions 


CASE 
x ~ : Î 
DU : 
hae 
_- * ‘ 
Ta wear 
En 
FN \ 
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. ies CELA. 
X| XYZ CRISE TA Z|ZXY |. 


{XY|[XZ|’ wa ESE aera et inférieure 


eon | 


‘ne sauf peut-être à à l'intérieur de contours Vas longueur pes infé- . 


ri eure ae ! 


le. Les de’ due hieaduntes sont axcintee Be oh Lite 


as nombres ¢, ¢’, e”’ sont des nombres positifs dont la borne supé- 


; rieure, né’ dépendant d’ailleurs que de M, et des rayons des cercles 
| fixes, sera choisie d après s la démonstration même qui va suivre. ER 


eae 
XY 


PE Supposons qu'à à l'intérieur du cercle Re on ait 
1 


valeur absolue à à €. Une quadrature pron’ alors QUE l'on aura, à ani ‘in- en 


4 ae térieur du n même > cercle, RARES Horn pe nan 

ee 4 ’ Ÿ if , à, vzax Xe 5M aR HOME à Î geet ih 

EE i à ki i Ki ¢ 0 ws Ra) hig ; RTE 

Leo ri É 1 hs . mar, it i : a LS 
FA est done borné s supérieurement et Inférieurement. On a 
| Ge | ee re x] bare +2 Tac 0. i 1 Ae ce it 
Pays SNe RE NET PE em A Fée ad ee 
j a HE ne . Wes alt “ ame ea à Ne: Le 5 a ier Te È - 3; cy (ccs 
ee 1 k À ates | Res 


 aueun des troistermes du upremier: membre 


Le 
Se | 
ue a 


ET ONE 


le iniirigare : a 36, vle rapport. 


urs au cercle R, est DR 


| propriété à a Tien pour DA, 


CE exe" ). 


ANUS 


LIN” ra k 
: RS oe 
et BAT 
7 


, ou to ie 


20h" BLOG. 


deux quantités ; supposons, par exemple, 6 
toujours inférieurs à Vike 


ay ar 


ye) "hen Ss 
Ve vt 


On aura, dans le cercle: Rae sauf peut-être dans des couronnes ¢ 
HSE totale de r est inférieure ? à RE By 


ny) 


DOET GR, +e oem HE 


Le 


r, d'éprès le lemme 4, eu égard à Vexclusic he der 
le ase terme satisfait à à l'inégalité 


> 
Po 


À ur " - PEN ete 
nae Ai) à 8) “8 


XY) A 


= 


LES 


= 
i 


Note “tion natale du ae paie ase 
PT NN | 


v Fit résulte del’ inégalité précédente que 
Pre est bornée dans la Mae — : 
RTS > AER 
i pit * valles  excopioncl ne modifiant que 


À 


ie at 
| ont encore  bornés st 
cerlg de rayon pe SH FRS oe | At 
c. Supposons qui à r Fa dite Cl ercle ‘Ra I ‘ensemble jee 
X | XYZ ; 
cr iTxZ) a exemple, dé 
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x 


[XY] 
true 
sont pas en tout point intérieur au cercle R, inférieures à ¢. 


contours de longueur totale inférieure à €”; de plus t ne 


saone ie | d 
onsiderons — T’ T’ T” nous avons pour e premier e ces rappers 


eu égard à X+Y+Z+T=0, 


| TYZ | | TYZ | 
(2) Be een ZE ip or TVS meg Shae 1A 
dis Moai 3 02 ES X|XYZ| [XY] [XZ]’ 


ay [XY || XZ] 


et de méme, pour les deux autres, 


| XTZ | [XYT | 
Na XTZ a SN HAE QUE XYT na RTE Va 
Tees ES PRAT AXY Pl AAS lye a SAND TRE TAN 
IXYIXZ| IXYIIXZ] 


A: . Rj -+ Ry 
Envisageons lesvaleursde2comprisesdanslacouronne (R,, ) 


2 
Nous avons dans cette couronne, d’après le lemme 4, 


XY 3 Pas | 
m(r, gr) <K + Km fr XY ) 


RUE XZ 
et la mème inégalité pour m(r, xz) Or, 


ARS LA IA PAN LS LA à are. VAR 
[XY][XZ] 7 XYZT |XY| | XZ| 


Donc, 


(3) mr, “XY xz) < 5 + Km (r Ry) 


1XZ | | XYZ |) 
+Km(r, XZ +m MES 4 Aa , 


| XY 


[xz 
Désignons par a’ les zéros de Ye , » para’ les zéros de inférieurs 


aren module. Pour un certain point 2’ intérieur au cercle R,, nous 
avons, d'après le lemme 4, la somme étant étendue aux a’, 


cme ( | XY | 
PCY ) 


r— ax! 


Z log Tr(a’ = a’) 


. VGptos 
Der 2 


LAS tw EE Ars l 
HE" ENT Er ar à 
: oe a 


ag 


aS cie" ie © CAR DE -, 
ee ee CAU 2 
> 2 \* “exe 


ES ef 
ENT A 


— 
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et pour un certain point x” intérieur au même cercle, de méme, 


(1 


Utilisons maintenant le lemme 6. Il en résulte immédiatement que 


r fee a 


Z log 


sauf peut-étre dans des contours de longueur totale inférieure a 


on a, en un point a intérieur au cercle es 


r?— ax! 
r(x'— a') 


ri d'x, 


—— <h!'Zlo 
r(a,— à) 


>) Slog 


h’ ne dépendant que de = et des rayons des cercles donnés, et par 


suite seulement de ceux-ci puisque &” a été fixé précédemment. De 
même on a 
r— ue 


r(x, — a") 


Z log < h"Z log 


r?— 
r(x"— a") 


pour tout point a, intérieur au cercle R,, extérieur toutefois à d’autres 


s TE SE. 
contours de longueur totale inférieure à —- 


Mais nous. pouvons prendre pire 0 = w,\ ile point æ, étant tel 
X | XYZ | 


que [XYIIXZ] y surpasse €. Pour ce point ©, Nous aurons 
re— a' Xo ee r—a" x, f |XyY| | XZ | 
Z log r(& a’) + Zlog F(a —a" <K+Km Wy XY jen 


En ayant égard à la limitation (3) précédemment obtenue pour 
7 (r AYA et au lemme 4, nous obtenon 
[XY |[XZ1 


[XY || XZ\ EX] LAURE | XYY| 
me) Rem eye) + Km (rs zl) +m (D) 


ay. 


et expression (2) de T * donne alors 
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y MS 7 ‘? 4 
“De méme em(r, 4) et em. a) sitont| a ‘des inégalités ¢ que ne dit 
re de la précédente que par, le dernier terme. ee Me an 
| : { t 4 
_ Considérons maintenant R DRE entre r et R,; appliquons la s Be 


| remarque préliminaire CE il vient, puisque RG ne échange pas SIND Mie 


Rs XYZ. f 
Rte x, Ya Z sont Emuleplics par une même fonction — ; 

+ si ; nr | X) cri pe = Kiem x) + Klogm (R, x) ï | we | 

ag fe Bd de j ¥ À a facta i \ : YZ 7, i VA , S sd at 5 | i ve À 

| Ÿ ne ; jt oe + Kiem (Rs na x) + Kiéem (n ? pT S Ses ae oe Winey : : 


pour les valeurs aa r et LR (r<R) comprises entre R, ofA an 


Jog ETS | A. sie A ATEN 


Lx l Ra tyne oes aia 
pat EC DE ¥ os à ; 
NES te sult te de cette inégalité que ee Py rn est Hi dans cette 


rapports respectifs de < A 1, T sont 


i i SRE ae 
i GS \ SUR 


153 LR couronne. . Dans r ee Cy ce 


: si l'on ben se pue de ine connaissance | te 
ae fonctions à trois valeurs lacunaires. Il con- San Ie art 


He 


ifn A hea Var: 


at, RARES, MAC AE Bao AR 
aE aa continous 6 are ee SE ANT 


lue, par ‘elleide V hypothèse a a. he Fa ee a 23 a | 


hypothèses betcn'estalors] pas modifié, a DEN A st 
> des six expressions r n’est partout à Vinté-_ Re yt ae es 


HE existe pa les quatre triangles que SEE ARE A 
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forment les quatre droites X, Y, Z, Tau moins un triangle (et méme au 
moins deux) que l'on peut prendre pour jouer le rôle du triangle XYZ. 

Reste donc l'hypothèse a. Or, le point M, n’étant sur aucune diago- 
nale, les six droites le joignant aux six sommets du quadrilatére com- 
plet sont distinctes; il est alors évident que, connaissant M,, on peut 
choisir € suffisamment petit pour que dans le cercle R, les rapports 
respectifs de X, Y, Z, T demeurent bornés. 

Le nombre € ainsi obtenu est, bien entendu, celui qui doit figurer — 
dans le raisonnement relatif aux hypothèses 6 etc. 


2° Pour démontrer la proposition 2°, nous prendrons R; >’. Les 
hypothèses a, b, c sont les mêmes que pour la proposition 1°. 

fl n’y a rien à modifier dans les hypothèses 6 et c : les rapports 
respectifs de X, Y, Z, T étant bornés dans le cercle Rs, le sont dans les 
cerclès p et 9’. 

a. Dans l'hypothèse a, plusieurs cas sont à distinguer : les deux 
sommets-du quadrilatère complet correspondant aux deux expres-. 
sions demeurant inférieures à ¢ peuvent être sur un même côté, ou 
bien 1ls peuvent être opposés sur une diagonale différente de celle à 
laquelle appartient M,; dans l’un ou l’autre de ces cas, il est encore 
clair que l’on peut prendre, connaissant M,, ¢ suffisamment petit pour 
que dans le cercle R, les rapports respectifs de X, Y, Z, T demeurent 
bornés, 


XY | 
Un troisième cas est celui où El at at ed sont dans le cercle R,, 


Pr : XEeZ RER ee 

inférieurs à €. Alors ÿ ty sont bornés inférieurement et supérieure- 

ment. La première partie de la proposition 2° est done démontrée. 
Pour établir la seconde partie, observons que, connaissant 6, on 


peut toujours échapper au troisième cas de l’hypothèse a; il suffit de 
prendre ¢ assez petit pour qu’il ne puisse avoir lieu. On retombe alors 


nécessairement sur un des deux premiers cas de l'hypothèse a, sur 
l'hypothèse 6 ou sur |’ hypothèse c : tout est donc borné. 


3° La démonstration de la proposition 3° est rllète à celle de la 
proposition 2°; mais dans l’hypothèse a, on a à considérer, en outre 


Li 
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sete XY an ie 
| du troisième cas où ‘ hay eb 7 ls sont t dans le cercle R, inférieur à a 
VAE Le Ix] el st Jaton Ne Sede Rat 
un quatriéme cas, celui où == xp © yz Satis ont à a même condition; 
4 3 


- dans le troisième, : Y ets T sont bornés supérieurement et inférieure- 


Ca 


ment; fone le. quatrième, ce RU et 2 3 ainsi, pour un | système ‘del ys 


+ 


fonctions déterminé, oubien + Y PA = = sont bornés, ou bien À T et y le sont, de 


| | propriété que l'on pourrait he gener dans l’énoncé de 3° (elle en. 
ia . résulte d’: ailleurs sans peine). Par ae des deux rapports, 


Re Ja première partie de 3° est démontrée. Bee Rain emegrens <> 53) "i “à 
: Pour établir la seconde, qui se bd ala -méme en deux, cor- in 


| respondant chacune à une supposition différente, observons que, con- 
naissant o, on peut, suivant la supposition faite, choisir e assez petit 
ee pour que le troisième ou le quatrième cas se trouve exclu; on retombe 


alors sur le quatrième ou le troisième cas, ou sur des cas ou des hypo- eat 


those où tout est borné. 


Le théorème | il est done ‘complètement démontré. Bs 


a = 
EU ‘ d 


r résulte immédiatement. 


= Buch Oye ao 


or Lich ‘ iets 
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numérique. NY AP PEER be 5; c'est a,(a, ar b,). St 4 ——1, b, NL: 
c’est b,(a, + b,). 


Pour voir que si a, = b, =1, a,b, est borné supérieurement, obser- 


vons que d’après le théorème II Bear AAR AEA LAS est borné pour |a|<1. 


f (2) FENTE 
Or, 
I (2) g(2z) Le (rime) (EPP REPARER oe NPS as 
fa)+e(x)—i 1+&x + bix +... + Per AN 


13. Revenons au théorème II pour en examiner les conséquences en 
ce qui concerne la région couverte par le point M dans le plan des 


quatre droites lorsque |æ|<<p << 1. Pour plus de netteté, nous nous. 


bornons à examiner ce qui se passe dans le plan réel des quatre droites, 
supposées toutes réelles ; M, est réel, a peut être réel ou complexe. 
L'ensemble des points du plan réel qui peuvent être atteints pour 
|z|<p<1 est un domaine parfaitement déterminé A(M,,p). SiM, 
n'appartient à aucune diagonale, il n’a aucun point commun avec le 
quatre droites, il est méme à une distance non nulle de chacune de ces 
droites. Si M, appartient à une diagonale ou est à l'intersection de 
deux diagonales, le domaine A parvient en deux ou en quatre des 
sommets du quadrilatère complet. Il y possède une propriété inté- 
ressante, celle d’être tangent à la diagonale correspondante; autre- 


ment dit, une droite joignant le. sommet à un point infiniment voisin | 


du domaine tend nécessairement vers la diagonale. 
M, étant donné, sio est suffisamment petit, le domaine Aa une forme 
simple. Si M, n'appartient à aucune diagonale, c’est approximative- 


ment une ellipse entourant My. Si M, est sur une seule diagonale et 


intérieur par exemple au quadrilatère convexe, la partie de A intérieure 
à ce quadrilatère est une sorte de profil de fuseau ayant la diagonale 
pour axe et s’amincissant indéfiniment vers les sommets; elle est 
voisine d’une certaine courbe fermée du sixième degré ayant comme 
elle deux rebroussements; la partie extérieure est homographiquement 
analogue. Si M, est le point de rencontre des deux diagonales du qua- 
drilatère convexe, le domaine A est formé par l’union de deux domaines 
semblables à celui qui vient d’être décrit, s’anastomosant en quelque 
sorte au voisinage de M,. Ces différentes formes, dont il conviendrait 
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Bak ace dé prouver en toute rigueur qu ’elles sont effectivement réa- 
Roc ne le. sont, bien entendu, que si p est suffisamment petit. | 

Pour un système déterminé de fonctions, il est clair que notre 
domaine A(M,, e)ne peut pas étre recouvert en entier pour|æ|<p< 1. 


Se Mais il y a plus, et, en nous bornant au cas où M, appartient àuneou : 
Fe deux diagonales, on peut, toujours d’après le théorème II, déterminer 


_une succession de domaines intérieurs à à A telle que le domaine couvert 
soit toujours intérieur. à l’un au moins d’entre eux. Ce seront approxi- 
_mativement, à l'intérieur du quadrilatère convexe, des ellipses quadri- 
in | tangents à à la frontière de A; elles ne peuvent s approcher indéfini- 
_ ment eta No at en: Û “amincissant indéfiniment et. se confondant R 


Le 25 ee i ae mi ee na avec ae con séquences que nous 

enons d'en déduire, lorsque le cercle-unité est remplacé par un 

maine q telconque simplement ou multiplement connexe, les cercles | 
<pet|z|<o’ étantremplacés par. des domaines intérieurs conte- 
M,:ll suifit te eats le reconnaitre de rendre le domaine ERE à 


ae fonctions de n variables. oh . 
; VU Fa } : REV j 
ART he à 


in ie faétharte craven ale 


stalin à une sees concer- > ni 


v 
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n fonctions de n variables déterminées à l'intérieur de la variété hermi- 
tienne 


où A, B, ..., E sont positifs; elles y sont supposées holomorphes, ne s'y 
annulent pas, et leur somme n’y devient pas ègale à l'unité; elles prennent 
à l'origine des valeurs a,, by, ..., e,. Dans ces conditions, la valeur 
absolue du déterminant fonctionnel : 


OS Soren KD Chey sane ee 
O( 2) Vy-+0€) See =, = t= 0) 


admet une borne supérieure dépendant uniquement du point(a,, b,, ..-, es) 
et du produit AB...E. | 

Cette proposition (considérée déjà comme vraisemblable dans la 
Note publiée aux Comptes rendus) pourrait peut-être s'établir au 
moyen des théorèmes de la section précédente. Mais elle est suscep- 
tible d’une démonstration directe plus simple que celle de ces derniers, 
qui aurait pu prendre place après la section II, et dont le principe peut 
d’ailleurs être adopté avec profit dans bien des questions analogues. 

Nous pouvons évidemment, sans nuire à la généralité, supposer dans 
l'énoncé du théorème ; 

Art Bo, Jy Ex 


De plus, pour fixer les idées, nous nous placerons dans le cas de deux 
variables; le raisonnement sera général. 
Le lemme 2 conduit au suivant : 


Lemme 7. — Soit f(x, yy= fe une fonction holomorphe à l’inte- 


rieur de l’hypersphère xx + yy — R? = 0, les fonctions f, et fy étant 

holomorphes dans cette même hypersphère et f, égale à 1 al 'origine. On 

a, pour toute hyperspherexx + yy — r°=0, de rayon r<R, l’inéga- 
lité | 
| 36R° , a 

log M(r, f) < logM(R, fi) + (Rory 8 MUR, fa). 


En effet, considérons une droite complexe quelconque issue de 


ek = 
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l’origine x = at, y = Bz. Son intersection avec l’hypersphère de rayon r, 
ou avec l’hypersphère de rayon R, satisfait à l'équation 


(ax + 6B)tt—r?=o ou (ax + BB) tt —R?=0. 


Ce sont là deux cercles concentriques du plan de la variable z; et 
application du lemme 2 à la fonction d’une variable /(a¢, 6c) et a 
ces deux cercles donne le lemme 7. 

L’inégalité de Hadamard-Borel donne de la méme maniére : 


Lemme 8. — Soit f(a, y) une fonction holomorphe à l’intérieur de 
Uhyperspherexx + yy —R?=0, et nulle à l’origine. On a entre le 
maximum de son module sur l’hypersphère de rayon r< RK et le 
maximum de sa partie réelle sur Vhypersphere de rayon R, l’inégalité 


M(r, f)S pe A(R, f). 


Enfin les dérivées partielles satisfont à la même inégalité que pour 
une seule variable : 


Lemme 9. — La fonction f(x, y) étant holomorphe à l’intérieur de 


, Vhypersphérexx + yy —R?= 0, on a pour r <R 


M(r, FD< = M(R, 7). 
Car si l’on suppose y constant dans les équations des hyperspheres, 
on obtient deux cercles d’équations 
‘ga =r yy = 0; ax = RW yy — pe; 


et l’on vérifie que P—9>R—r. 
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème IV. Soit, à l'inté- 


rieur de I’ hypersphere-unité 


e+ e&+ el +10, 


les fonctions F, G, H y étant holomorphes. Considérons trois quel- 


conques des fonctions e*, e°, e", et 1, le déterminant de ces fonctions et 
de leurs dérivées ae par capper ha et y. Les quatre détermi- 
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nants ainsi obtenus sont deux à deux égaux et de signes contraires, ce 
que nous écrirons 


[efeel]=—[eceli]= [etre] =—{re ef], 


Nous avons 


F 


jp Leet] , [erefel] 


ete * eFeGel 


et deux expressions analogues pour e°, e”. 


eF e& ell 
Il s’agit de faire voir que la valeur absolue de ed à l’origine 


admet uné borné supérieure dépendant uniquement des valeurs de F, 
G, H en ce point. Il suffit évidemment de se placer dans le cas où cette 
quantité est supérieure A (1) 

Les expressions obtenues pour e*, e°, e” sont des fractions de même 
dénominateur dont les termes sont ae polynomes entiers par rapport 
aux dérivées de F, G, H. Désignant par U(e) le plus grand des 
nombres M(o, F), M(p, G), Mo, H), on peut, grâce aux lemmes 7, 
8, 9 faire un calcul tout à fait pareil à celui de la section II, d'où 
l’on conclut pour toute valeur de p inférieure à 1 une borne supé- 
rieure de U(p) dépendant uniquement de ¢ et des valeurs initiales 


eF e& el 
de F, G, H, ceci dans l’hypothèse où SEA est supérieur à 1 à 
l'origine ; les valeurs absolues des dérivées partielles de F, G, H a 
l’origine sont donc bornées supérieurement en fonction des valeurs 


de F, G, H au même point; il en est de mème pour [e'efe"]. 


15. Le théorème IV s’étend aisément au cas où l’on considère, au lieu 
de l’intérieur d’une variété hermitienne, une région quelconque de 


l’espace projectif à n variables non homogènes (et 27 dimensions 
réelles). | 


THÉORÈME V. — Soient 


(1) Cf. R. NEvANLINNA, Beweis ms Picard-Landauschen Satzes ( Gétt. Nachr., 
6 j uta 1924). 
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7 n+1 1 fonctions de n | variables non ‘homogènes © =; a de a déterminées 


al intérieur d'un certain domaine de l’espace projecti if à an variables ; ; elles | 
Se sont supposées holomorphes, ne s’y annulent pas, leur somme ne S'y 


annule pas non plus. Alors, en un point @, OA have as u) intérieur au 
4 domaine, le jacobien Shi a BO est borné en Ha absolue par une | 
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Lemme 10. — Soient f(x), g(a) et h(x) trois fonctions holomorphes 
dans le cercle-unité, y demeurant inférieures à M en valeur absolue; en 
des points 2, %:,%,, de modules pi, P:, ps, inférieurs à p, on a 

Lf(æ)l=a; : 8(æ)l—8; 1A(æ)1=7. 

Dans ces conditions, il existe sur le cercle-unité des points où f(x), 

g(x) et h(x) sont tous trois supérieurs en valeur absolue à l'expression 
/1+p\° 


gy 


Nous avons en effet, en vertu du lemme 4, 


m(f)<(2B)m(ud)<(Ee8) ne 


et de méme pour les deux autres; donc 


(Balu p)mm(od)emled 


2 
=< (a) A + (=) "logs + (EE 108 Ab 
Ps iy MR 6 1— Pa T7 


Donc il y a sur le cercle-unité des points où 


i+p\? 
1+p 


ee PE) 5 


comme en ces points, | f|,| g|, |2| sont inférieurs à M, ils satisfont bien 
à l'inégalité annoncée. 


Tutorime VI. — Le théorème II demeure vrai lorsque les coordonnées du 
point M, ne venant sur aucune des quatre droites, sont fonctions méro- 
morphes de deux variables (ax, y) à l'intérieur del hypersphere-unité 


LE vy =, 
e 


les cercles de rayons p et 0’ étant remplacés dans l'énoncé par les hyper- 
sphères de rayons p et 0’. | 
Ce théorème demeure vrai si l'hypersphere-unité est remplacée par un 


domaine connexe quelconque du plan projectif, les hyperspheres de - 
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rayons o et p’ étant remplacés de même par tk domaines intérieurs au. 
+ ad Smet! 
… précédent, et contenant M,. We Riese ay aan 


ME 4 


--- Démontrons d’abord ce théorème dans ee cas + l hypersphère. Pour 
Ge aaa proposition 1° ef les premiéres parties des propositions 2° et 3°, il 
Ds : 2 n'y a aucune difficulté puisque, comme on l’a vu, toute droite com- 
4 _ plexe passant par l'origine donne lieu, par son intersection avec deux + 
& ~ hypersphères ayant l’origine pour centre, a deux cercles ayant aussi ir ead 
l’origine pour centre et dont les rayons sont entre eux comme ceux des ‘ 
AN Rs Be hy | À 
Passons à Ja seconde Sous de la proposition ai Nous supposons FRET RER 
que M, appartient à la seule diagonale X, End ae + T, =o, et qu'en Sie oe 


un certain point de Vhypersphére de- rayon 9, on a | ot I | > S positif. - 


_ Considérons ce qui se passe sur la droite te ane à Ces 
_ point, à l’intérieur d’une hypersphère de rayon p”comprisentrepetr. “x ys 
! D’après le théorème IT, les. rapports respectifs des coordonnées deM 


_ sont bornés dans cette région, frontière comprise; or à l'origine, Eu 
Xo Zo A eme 10 ‘ 
Shiga ee Ly 


‘ shire de rayon p, on a “Ss >. ‘ll résulte de Ta, d'après FA | 


sont différents de ZérO, tandis qu’ au point de l ‘hyper- | 
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es sme se | ie | 
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prouvons d’abord : étant donnés deux points dans un domaine connexe 
de l’espace projecti f à p dimensions complexes, on peut trouver une courbe 
algébrique passant par eux, telle qu'il soit possible de passer sur elle de 
l’un à l’autre en restant à l'intérieur du domaine. 

Plaçons-nous par exemple dans le cas de l’espace à trois dimensions. 
On peut visiblement en opérant de proche en proche trouver des plans 
P,,P,,...,P,, en nombre m suffisamment grand, tels qu'il soit pos- 
sible de passer d’un des points à l’autre en demeurant à la fois à l’in- 
térieur du domaine et sur le système de plans. Si Il est un plan passant 
par les deux points, la surface P,...P, + el” = o sera, pour € assez 
petit, indécomposable et jouissant de la même propriété. Un nouveau 
système de plans convenablement choisis coupe la surface suivant un 
système de courbes planes sur lequel le passage est possible; il est 
encore infiniment voisin d’une surface indécomposable, et linter- 
section des deux surfaces est une courbe gauche indécomposable 
jouissant de la propriété requise. 

Dés lors il est aisé de conduire la démonstration comme dans le cas 
de l’hypersphère, car on étend le théorème II au cas des fonctions 
définies sur une partie d’une surface de Riemann comme on l’a étendu 
à la fin de la section V au cas de fonctions définies dans un domaine 
plan à connexion multiple. Le théorème est donc démontré. 

Toutes les conséquences obtenues à la fin de la section V s'étendent 
done au cas où M dépend de deux variables. En particulier, si M, 
appartient à une diagonale, il n’existe pas de système de deux fonctions 
de deux variables atteignant tous les points du domaine A(M,, p); il 
en est de même si M, est suffisamment voisin d’une diagonale et pro- 
bablement en général. Il y a donc une différence importante avec le 
cas de la droite à trois points lacunaires pour lequel il existait une 
fonction, la fonction modulaire, atteignant simultanément tous les 
points pouvant être atteints séparément. | 


VII. — Les systèmes de » fonctions d'une variable. 


17. Les théorèmes de la section V s’étendentà un nombre quelconque 
de fonctions d’une variable. Nous allons exposer le principe de la 
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A «77 EMA en employant encore ae méthode des valeurs moyennes 
| logarthmiques. ARE aay Mar Bier Ago LEE 
epee l identité Fe Zt HCCI Ane OL a EN ann 


ACD... BOD. KI 1CD. -K|| ABCD... as | 
|CD...K||ABCD...K| ” 


La fraction | [ACD...K][BCD.. .K| 


sera dite, par abréviation, fraction 
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dérivée : à un certain nombre de termes Fe B, FRA D, ss K. | 
+ Voici commenton peut mettre sous forme abrégée (' ) le raisonne- 
PE _ ment fait ae Rail pour ile probléme du pi à quatre droites lacu- 


1 ‘ 
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NN ve 4 4 
Ws, C4 À LA ~ af u ri = N” + ae < 
#1 y ; ion 


— 1. Thypotliice “x premier cas. étant exclue, toutes 
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trois facteurs étant supposés n’étre pas presque partout nuls, la consi- 
dération de leurs inverses est possible; or on a une borne supérieure 


pour la croissance des deux derniers, et pour la croissance du pre- 
XYZ | . ( | XY | xr): on 


mier, on en obtient une en l'écrivant =: (= xz 
trouve ainsi, directement que, dans ce cas, l'écart au point initial est 
borné à l'intérieur du cercle-unité. 

Nous pouvons raisonner de manière analogue pour l’espace à cinq 
plans lacunaires X, Y, Z, T, U et le raisonnement s'étendre manifeste- _ 
ment à un nombre quelconque de dimensions. 


Premier cas. — Une au moins des fractions dérivées à deux termes 
pris parmi X, Y, Z, T est presque nulle. Alors une quadrature prouve 
que la courbe est presque dans un plan (passant par une aréte), ef 
l’on est ramené au problème du plan à quatre droites lacunaires. 


Deuxième cas. — L'hypothèse du premier cas étant exclue, un au 
moins des quatre systèmes de trois termes pris parmi X, Y, Z, Tases 
trois fractions dérivées presque partout nulles. Alors, par quadratures, 
on trouve que la courbe est presque partout presque dans un plan 
(passant par un sommet) et l’on est encore ramené au probleme du 
plan 4 quatre droites lacunaires. 


Troisième cas. — Les hypothèses des deux premiers cas étant exclues, 
toutes les fractions dérivées à quatre termes X, Y, Z, T sont presque 
partout nulles. Alors, par quadratures, on trouve que la courbe est 
presque partout presque dans un plan, et l’on est encore ramené au 
problème du plan à quatre droites lacunaires. 


Quatrième cas. — Les hypothèses des trois premiers cas sont exclues. 


Alors, Lin X+Y+Z+T+ ire = 0, on a des expressions de > 


à Z 
wu ea la première étant. 


Le + S| OYZTL RYZE 


— — n 


Le UYZT ‘ XYZT 


XYZT 
et les autres étant analogues; leur denominateur commun IE peut 
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Nous appellerons point spécial un point n’appartenant pas à la mul- 
tiplicité lacunaire des (7 + 2)S,_, donnés, pour lequel la somme de 
certains des nombres X, Y, ..., V est nulle (alors la somme des autres 
l'est aussi en vertu de X + Y +...+ V—o); muluplicité spéciale ou 
diagonale le lieu des points spéciaux ; cette multiplicité à 2 — 1 dimen- 
sions est formée d’un nombre aisé à calculer de S,_, (dits diago- 
naux). 

Une variété spéciale est une variété linéaire coupant la multiplicité 
lacunaire suivant un nombre de variétés distinctes dépassant exac- 
tement d’une unité le nombre de ses dimensions; ces variétés distinctes 
sont alors nécessairement en position générale sur la variété spéciale. 
Le nombre des dimensions d’une variété spéciale ne peut dépasser la 


partie entière de —- Tous ses points sont spéciaux, sauf naturellement 


les points lacunaires. L'ensemble des variétés spéciales est la multi- 
plicité spéciale ou diagonale définie plus haut. Chaque variété 
spéciale peut être regardée comme engendrée par le point représen- 
tatif d’un système de fonctions méromorphes à un nombre de variables 
égal au nombre de ses dimensions, admettant la multiplicité lacunaire — 
donnée. Pour un point variable d’une variété spéciale, X, Y, Z, ..., V 
se divisent en un certain nombre de groupes comprenant chacun au 
moins deux d’entre elles, et celles de ces coordonnées appartenant à 
un même groupe ne diffèrent de l’une d’entre elles que par des 
facteurs constants, la somme de ces facteurs étant nulle. 

Étant donnée une variété spéciale, considérons les variétés spéciales 
qui peuvent s’en déduire par variation continue : elles forment un 
système complet de variétés spéciales, et engendrent une variété diago- 
nale; sur cette dernière variété, la somme des coordonnées X, Y,..., V 
de chaque groupe qui ne différaient sur la variété spéciale que par un 
facteur constant, cette somme est nulle; ce sont là les équations de la 
variété diagonale considérée ; ainsi,se trouve définie la variété diago- 
nale la plus vaste contenant la variété spéciale donnée (dans certains 
cas d’ailleurs, la variété donnée peut appartenir à d’autres variétés 
diagonales situées sur celle-là). Le nombre des dimensions d’une 


variété diagonale est au moins égal à la partie entière de Ma Bae 
à 


Étant donné un point spécial, il existe un nombre fini de variétés 
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| spéciales! le contenant; certaines peuvent être contenues dans d’autres 

d’entre elles, supprimons- -les; le nombre des variétés spéciales 

ee subsistant après cette suppression sera dit la spécialiié du point con- 
PAT. sidéré (quel que soit le nombre des dimensions desdites variétés), 


est la multiplicité simplement, doublement... spéciale. LE LRARS 
 Appliquons sommairement les considérations le aux cas 
De SET pein Soa ao 
Dans 6 »iln'ya qu’ une sorte Hla variétés a (et do 
| répondant au symbole 2-2. Ce sont les trois diagonales du quadrila- 


Le Dans le Ss, on a encore à considérer un symbole, le symbole 2-3. 
Pe at = re lois spéciales sont celles en nombre ao! qui unissent un sommet 


| gonaux; les intersections de ces plans diagonaux non situées sur les 

~ plans lacunaires: sont au nombre de 30 ; ces 30 droites constituent bas 
a é doublement spéciale. Rues 

as Ain Bu. RD iour à 


_énumérer les variétés spéciales. On a a 


en nombre 2, qui ai passent p par u ‘un pune commun à quatre. 
per naires, et s'appuient sur le HS commun aux | 

ites, en nombre oo” également, qui, 
une "est t l'intersection de trois 


ae le cas le plus oa) et 
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rale,(n + 2) sous-espaces S,_, fixes, X, Y, ..., V, les premiers membres 


‘de leurs équations satis faisant à X + Y +...+ V = 0. Les coordonnées 


d'un point M de $, sont à l'intérieur du cercle|x|<1 fonctions méro- 


-morphes de la variable x; pour |@|<<1, le point M ne vient sur aucun 
des (n+ 2)8,_,, il a pour = 0 uné position M, qui est simplement 


spéciale, ce terme ayant la signification qui lui a été attribuée dans cette 
section. A la variété spéciale unique passant par M, répond alors de la 
manière convenue un partage des coordonnées X,Y, ..., Ven un certain 
nombre de groupes. Alors, pour Late <i 


Le rapport de deux coordonnées d’un même groupe admet des 
bornes supérieure et inférieure dépendant uniquement de M, et p. 


B. Si, les autres hypothèses étant les mêmes, le point M, est multiplement 
spécial, et de spécialité q, on peut écrire pour chacune des q variétés 
spéciales qui lui correspondent un système d’inégalités exactement pareil 
a celui donne en (A), comme si M, était simplement spécial, la 
vartété correspondante étant celle considérée; mais alors ces q systèmes 
d'inégalités ne sont pas nécessairement tous vérifiés. On peut simplement 
af firmer que pour un système de fonctions quelconque l'un au moins de 
ces systèmes est vérifié (pouvant changer avec p). 


On déduit immédiatement de ce théorème un théorème complétant 
celui donné dans l’Introduction, et concernant les coefficients des 
développements des fonctions considérées, dans le cas où le point M, 
est simplement ou multiplement spécial. Il convient d'observer que 
lorsque M, est à spécialité multiple, un raisonnement complémentaire, 
d’ailleurs aisé, est nécessaire. En effet, dans le cas où M, est multi- 
plement spécial, il convient pour obtenir les résultats les plus 
complets d'utiliser sous une forme convenable les inégalités résultant 
de l’application de la proposition A aux diverses variétés spéciales. 
C’est ainsi que dans le cas de deux fonctions f(x) et g(x) ne s’annu- 
lant pas, et dont la somme ne devenait pas égale à l'unité (section V), 
la limitation de a,b, pour a,=6,=1 ne pouvait se déduire de 


la limitation du plus petit de a, et de b,, mais de celle de = 


Nous n'avons pu obtenir jusqu’à présent, pour n quelconque, de 


at 
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Tor: : | e 3 
résultats plus précis que ceux donnés actuellement dans l'énoncé du 

| théorème IX, notamment en ce qui concerne la forme des domaines. 
“couverts au voisinage de la multiplicité lacunaire. Dès le cas du S,, 
les choses paraissent présenter quelque complication, due a tens! 
tence de plans spéciaux as le S, et les, il n'y a que des looses 
tecnica SE (aoa 


Û nr 


(D'ailleurs, : avec. o des renseignements complémentaires au sujet de 
De section, la suite du théoréme IX sera donnée ultérieurement, 
Hour -être dans un autre Recueil. ) NAT see et | | 


_ Énonçons cependant ici par anticipation. quelques Dropriétéi | 
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Lorsque p, toujours inférieur à l’unité, devient suffisamment grand, 
il est possible qu'il se forme, outre le précédent, un. système de 
spatules analogue dans chacun des deux autres couples d’angles, mais 
c’est là un point qu'il faudrait étudier de plus près. 


20. Étendons les théorèmes de la présente section aux fonctions de 
plusieurs variables, e’est-à-dire au cas où le point M dépend de manière , 
méromorphe de p variables au lieu d’une. Observons d’abord que lé 
cas où p>n ne paraît pas présenter d'intérêt, ne donnant proba- 
blement lieu à aucun théorème qui ne soit un corollaire de ceux 
relatifs aux cas où p<n. C’est ainsi que personne n’a jamais songé à 
énoncer des théorèmes relatifs à une fonction de plusieurs variables 
à trois valeurs lacunaires. Nous supposerons donc toujours p£n. 


Tuéorëme X. — Les théorèmes VII et IX demeurent vrais lorsque, 
toutes choses égales d’ailleurs, les coordonnées du point M, au lieu d'être 
| fonctions méromorphes d’une variable x dans le cercle-unité |x|<x, 
sont fonctions méromorphes de p(p<n) variables x, y, ..., t dans 
Uhypersphere-unité, - 

LES YH. + Mt 1 <0, 
les cercles de rayons p et p' étant également remplacés dans les énonces 
par les hyperspheres de rayon p et 0’. x 

Ces théorèmes demeurent vrais si Vhypersphere-unité est remplacée par 
un domaine connexe quelconque de l'espace projectif à p dimensions 
complexes, les hyperspheres de rayons ¢ et p' étant remplacées de méme par 
des domaines intérieurs au précédent et contenant M,. 


Ce théorème se déduit des théorèmes VII et IX comme le théo- 
teme VI a été déduit du théorème IT, Signalons seulement un point de 
- détail que nous avions passé sous silence à cet endroit. La courbe 
algébrique construite pour démontrer la seconde partie de l’énoncé 
doit, pour que la démonstration s'applique, être sectionnée par la 
frontière du domaine. Or, tout d’abord, il est clair qu’elle a des points 
communs avec cette frontière, puisqu’une fonction uniforme méro- 
morphe en tout point d’une surface de Riemann est rationnelle. Reste* 


A ae E 
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à supposer qu'il puisse se présenter le cas où elle n’aurait en commun 
avec la frontière du domaine que des points en nombre fini, au lieu 
d’une ligne ; alors les fonctions, si elles ne sont pas rationnelles, sont 
à point essentiel isolé, et les quantités entrant en considération sont 
non seulement bornées, mais constantes. | | 
Signalons enfin deux généralisations possibles, que nous ne ferons 
pas ici. D’une part, dans le cas d’un nombre de variables supérieur à 1 
et inférieur a7, on pourra chercher à quelles conditions de limitation — 
satisfont les différents déterminants fonctionnels, lorsque M, est spé- 


cial. D’autre part, les théorèmes relatifs aux déterminants fonctionnels 


sont certainement susceptibles (déjà dans le cas de n variables étudié 
au paragraphe VI) d'une forme intégrale qui soit pour eux ce que le 
théorème de M. Schottky est pour celui de M. Landau. 


VIII. — Observations diverses. 


21. Nous allons, dans cette section, faire quelques remarques, 
d’abord sur trois points touchant de très près au Mémoire actuel, 
ensuite sur des questions dont ce Mémoire suggère l’étude,. 

Justifions d’abord ce que nous avons annoncé au paragraphe IV, 
relativement à la possibilité de se passer des lemmes 5 et 6. dans la 
démonstration du théorème Il (et des théorèmes subséquents dans 
la démonstration desquels ils intervenaient directement ou indirec- 
tement). Ils peuvent être remplacés par le suivant : 


Lemme 6 bis. — Soient des nombres t, assujettis seulement à étre de 
module inférieur à l'unité. A tout nombre positif r<1 et à tout nombre 
positif y, st petit soit-il, on peut faire correspondre un nombre h dépen- 
dant uniquement der et y (nullement des t) tel que, x et x étant inférieurs 
aren module, on ait en général 


1—2t ist 


Z log 


<AZ log 


? 


PEU 


= 
Z — 


seules pouvant faire exception à l'inégalité précédente, pour des valeurs 
déterminées des t et de z, des valeurs de x pour lesquelles la variation 
totale du module | «| et celle de la partie réelle A(x) sotent in férieures ay. 
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Ce lemme 6 bis s'établit sans peine; on en ramène, en effet, la 
démonstration à celle d’une proposition analogue, mais où tout est 
réel; et cette dernière résulte de celle, citée au paragraphe IV, des 
pages 78-79 de l’Ouvrage de M. Valiron, de la même manière qüe dans 
ce paragraphe le lemme 6 a été déduit du lemme 5. 

Dans la démonstration du théorème I, l'hypothèse D est alors à 
remplacer par la suivante : 


b bis. L'hypothèse a est ‘exelue : mais à l’intérieur du cercle R;, 

XIXYZF YIYZX| ZIZXY| 

chacune des expressions rev7 yz? [YZ|TWXT? [ZX1 ZY] 

à €”, sauf peut-être pour des valeurs de æ pour lesquelles la variation 

totale du module |a| et celle de la partie réelle A(x) sont infé- 
rieures à €” 

Donc, ma cette hypothèse b bis, les cercles exceptionnels corres- 
pondent à une variation totale du rayon, entre o et R,, au plus égale 
à 3e”, et les droites exceptionnelles, perpendiculaires à l’axe réel, à 
une variation totale de l’abscisse, entre — R, et ne) Ri, au plus égale au 


est inférieure 


même nombre 3e’. Pour un rayon supérieur à deux cercles non 


exceptionnels communiquent toujours par une drole non exception- 
nelle. Il résulte visiblement de la que par la considération de ces 
cercles qui ne peuvent laisser à découvert, entre o et R,, que des cou- 


n 
ronnes d’épaisseur totale au plus égale à 3e” + — de =, on peut 


développer un raisonnement a peu pres identique, à vi fait dans 
l'hypothèse b. 


Enfin, dans l'hypothèse c bis Coeeloeian des hypothèses a et b bis), 
le raisonnement à faire ne diffère presque pas de celui fait dans l’hypo- 
thèse ec. 

Ainsi, il est parfaitement possible de se passer des femmes 5 et 6. 
Mais nous avons préféré ne pas méler au texte ces considérations un 
peu lourdes, et ne pas ajouter aux complications tenant à la nature 
méme de la question celles provenant d’un mode d'exposition parfai- 
tement rigoureux sans doute, mais qui n’est ni élégant, ni-naturel. 

I] est certain, en effet, que le lemme 5 est celui commandé par le 
sujet traité, Nous avons vainement cherché à en obtenir une démons- 
tration purement algébrique ; c’est là une lacune qu’il y aurait intérêt 


Ae 
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à combler; on prouverait ainsi que les contours de longueur totalé 
inférieure à y à l’extécieur desquels la propriété a lieu peuvent être 
pris en nombre au plus égal à n; la vraisemblance de ce dernier fait 
apparaît si l’on considère la surface de Riemann correspondant au 
polynome comme perforée d’un at coup par un emporte-piéce 
cylindrique. 


+ A Occupons-nous maintenant d’une question posée dans l’Intro- 
duction : le théorème III de la section V (pour fixer les idées) est-il 


véritablement la traduction en termes finis du théorème de M. Borel 
4 


sur_l’identité ee = 0, ou contient-il quelque chose de plus? 
1 


é eked XYZ: 
Observons que la connaissance d’une borne supérieure de! | 


XYZ 
dans un domaine ne suffit pas pour conclure que X, Y, Z (holomorphes 
et sans Zéros) y sont approximativement liés par une relation linéaire 
et homogène; il faut y ajouter, par exemple, la connaissance de 
bornes supérieure et inférieure pour les rapports respectifs de X, 
Y, Z. Par conséquént, connaissant (a), 6,) en position générale, 
et a, 40, on ne pourra, semble-t-il, trouver par le raisonnement de — 
la section III un cercle où l’on ait sûrement soit f= 0, soit g — 0, 
soit f+ g = 1 que si l’on connait des bornes supérieures de f et g 
dans un certain cercle de rayon dépendant de ay, b, et a,. | 

Le théorème LIT n’en résultait pas moins de celui de M. Borel avec 
une irrésistible évidence. En effet, il n’était pas douteux que l’on put 
trouver pour ce dernier — comme on l’a fait pour celui de M. Picard — 
une démonstration n’envisageant que les fonctions elles-mêmes, indé- 
pendante de l'emploi des dérivées. Et il tombait sous le sens que la 
traduction en termes finis d’une démonstration de cette nature ne 
pouvait introduire aucune condition de limitation du module des fonc- 
tions considérées. 

Nous ne nous arréterons pas à rechercher si l’on pourrait compléter 
le raisonnement du paragraphe III, de manière à obtenir une démons- 
tration du théorème III, laquelle ne pourrait d’ailleurs manquer d’être 
identique dans le fond à celle développée au paragraphe V. Il 
nous suffit de posséder cette dernière, qui sera probablement suscep- 
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tible de quelques simplifications ultérieures n’en altérant pas les lignes 
essentielles. Nous dirons seulement un mot, un peu plus loin, sur la 
manière dont celle-ci pourrait être présentée en recourant uniquement 
à la considération du module maximum, point de vue-adopté au para- 
graphe III. ; 


23. Dans la Note des Comptes rendus, nous avons rappelé que les 
résultats les plus complets dans la théorie de la droite à trois points 
lacunaires sont fournis par la fonction modulaire, laquelle en réalise 
l uniformisation la plus naturelle, et considère comme vraisemblables 
que, dans la théorie actuelle, les résultats les plus complets seraient 
fournis par certaines fonctions. automorphes (peut-étre hyperfuch- 
siennes), réalisant l’uniformisation la plus naturelle du plan à quatre 
droites totalement lacunaires, de l’espace à cing plans totalement 
lacunaires, etc. Si la chose est exacte, la détermination effective de ces 
fonctions sera un problème très intéressant, et dont la résolution sera 
fort désirable. Mais il convient d'observer que les faits signalés à la fin 
de la section V donnent à penser que la détermination de ces fonctions 
et la manière dont elles s’appliqueront à la théorie actuelle seront plus 
compliquées que dans le cas particulièrement simple de la droite à 
trois points lacunaires et dé la fonction modulaire. 

Si, contre toute attente, l'obtention des résultats les plus complets 
n’était pas réalisable à l’aide de fonctions analytiques convenables, 

elle continuerait certainement du moins à l'être par l'intégration de 
systèmes aux dérivées partielles appropriés, analogues dans une 
certaine mesure à l'équation Au =e". 


24. Passons maintenant à des questions dont l’objet se rattache. 
moins étroitement au Mémoire actuel. | 


1° Pour prouver sans avoir recours à la dérivation l'impossibilité de 
la relation ef + e% + 6% + 6% = 0, où les G; sont des fonctions entières 
dont deux quelconques ne diffèrent pas par une simple constante, on 
pourra examiner d’abord le cas où les G; sont des polynomes ; le théo- 
rème du minimum du module appliqué aux sommes des ef pris deux 
à deux, pourra conduire à la démonstration dans ce cas particulier. 
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Pour passer au cas général, il faudra d’abord établir le théorème du 
minimum du module d’une maniére absolument générale sous sa 
forme la plus précise; on aura alors une démonstration du théorème 
de M. Borel analogue à celle que nous avons donnée du théorème de 
M. Picard, dans le Mémoire cité des Annales de Toulouse, en observant 
que la considération de la fonction f{(æ)[f(æ) — 1] conduit à une 
conséquence contradictoire avec une proposition de M. Wiman et de 
M. Valiron ; on aura ainsi résolu la question au point de vue ordinaire 
du maximum et du minimum du module. Mais il sera plus intéressant 
peut-être encore de la résoudre au point de vue des valeurs moyennes 
logarithmiques de MM. Nevanlinna; il faudra tout d’abord, à cet effet, 
démontrer le théorème de M. Picard, sans dérivation, à l’aide de ces 
valeurs moyennes, ce qui semble pouvoir se faire par l'établissement 
préalable d’un lemme relatif à la valeur moyenne correspondant à la 
somme de deux fonctions. 

2° Il serait facile de traduire les théorèmes du présent Mémoire en 
propositions relatives à des fonctions algébroides d’une ou plusieurs 
variables. L'interprétation du théorème de M. Borel au moyen des 
fonctions algébroides, bien connue par les travaux de MM. Remoundos 
et Varopoulos repose, on le sait, sur le fait que l’image des systèmes 
de n points d’une droite à 7 +2 points lacunaires est l'espace a 
n dimensions, à n +2 opis) etn linéaires lacunaires à n—1 
dimensions. 

3° Nous avons tenté d’appliquer leg théorèmes I, II et III à l'établis- 
sement de théorèmes analogues à ceux de MM. Landau et Schottky, 


mais pour un nombre de valeurs lacunaires supérieur à trois, et le 


cercle-unité étant remplacé par certaines aires multiplement connexes 
. dans lesquelles la fonction est méromorphe ; ainsi que de théorèmes 
analogues à ceux de M. Picard, pour des fonctions n’ayant pas d’autres 
points essentiels que ceux d’une fonction kleinéenne de la troisième 
famille (ensemble parfait déconne). Mais ce travail, œuvre d’un 
débutant, ne parvint pas, comme s’en sont aperçus MM. Hadamard, 
Montel, Fatou, à résoudre le problème posé. Certains des énoncés 
obtenus pouvaient, en effet, être déduits de la théorie de la droite à 
trois points lacunaires ; d’autres étaient insuffisamment démontrés et 
même en partie inexacts, cette inexactitude tenant au fait que l’en- 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIM. — Décumpre 1926. 45 


4 
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semble kleinéen susdit peut servir à rite io non seulement te 
courbe quiy est attachée, mais aussi d’autres courbes de genre supé- 
rieur, multiples de la précédente sans points de ramification. Le A 
blème en question, pour les ensembles kleinéens dont il s’agit, ét 
a fortiori pour les ensembles qui leur sont RT Te ee 
parait présenter des difficultés de nature analytique et arithmétique, 
si l'on voit assez bien quelles questions peuvent se poser; on aperçoit — 
moins néttement la méthode à employer pour les résoudre et surtout 
les résultats Ne en définitive, PORTE ètre obtenus. — E | 


pis 
1) 
4 


35. Les lentes 5 et 6 peuvent etre rattachés à diverses questions 4 


dignes d’ intérêt. < “a 1 ey RD ER 4 ‘ 
| OR LES Ki 2 
2? Indiquons d’ nes PR on pourrait dunn le lemme 5 a 
d’une manière touchant à la fois à la théorie des enseinbles et au caleul : 
des probabilités. Grâce aux considérations du début de la présente sec- AE 
tion, il suffit, en somme, pour l’établir, de démontrer qu'un ensemble à Fee 
de points du plan dont la projection sur une droite quelconque a une. 
mesure nulle peut être en fermé dans des contours aoû la longueur totale aS - 
est aussi petite que Con veut (' ye c'est-à-dire qu’ "il est ponctuel : suivant St ee 
GRR E ‘expression deM. Painlevé, ou qu’il a une mesure linéaire nulle, suivant — ee Be | 
21 L. celle de Mi Valiron (la mesure linéaire d'un ensemble plan étant la de à 
borne inférieure de. longueur t totale des systèmes de contours on | APE 

Ve nsemble). IL s ‘agit done de prouver qu'un ensemble a une mesure — | 
_ linéaire nulle. si la probabilité pour qu il soit rencontré par une droite 
prise au hasard est nulle, ie "est- a-dire stl l'ensemble des projections d'u (un fre 
sae _ point fixe, d' ailleurs arbitraire, sur les droites qui le. rencon ‘ent, 
mesure super ficielle : DOG SN A Ge ep inte or $ 
Observons alors que par tout point de r anarible dev projections: HG 
| passe une ligne appartenant au même ensemble; ; Supposons, pour fixer iy 
les ss | rene donné s situé tout entier à distance thine LA ri Wig teen 


Pee 


Ae — i 4 
ar) il est aisé te coistruire. un “Sheemble de idstifé linéaire: ARE tee CE ie 
dont la projection ‘sur quatre droltes: du plan, dé directions différentes a une Le ; 
mesuré nulle, IL ÿ aurait intérêt à techercher s'il existe dés ensembles Jouissant à 
de la même Dr A pour un nombre de less bah ase à Lie DU 


dé VA ir; “re LS s, ÿ lars ae 4 a 
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nait alors, moyennant une homéomorphie convenable, que le dernier 
énoncé est équivalent au suivant : 


: { 
Soient des cordes d'un cercle donné, de longueur supérieure à un nombre 
donné, constituant un ensemble de mesure super ficelle nulle. L'ensemble 
dés projections de tout point fixe du plan sur ces cordes a une mesure 
linéaire nulle, et, ce qui revient au même, ces cordes peuvent étre 
enfermées dans un Système de couples de droites parallèles tel que la 
somme des écarts de tous les couples soit aussi petite que l'on veut. 


Telle est donc la proposition qu'il conviendrait d'établir pour 
prouver qu'un ensemble plan à projections ponctuelles est lui-même 
ponctuel, ce qui donnera une démonstration du lemme 5. 

2° Dans l'énoncé du lemme 6 figure la somme ~ 


1— 2x 


Xlog FER 


étendue à des nombres ¢ inférieurs à l'unité; cette somme est une 
fonction de æ(æx< 1) dont le lemme 6 énonce une propriété indépen- 
dante des ¢. Or on reconnaît sans peine qu'à ce point de vue, la consi- 
dération de cette somme est absolument équivalente à celle de l'inté- 


uit double 
I(x)= [feo log | 


étendue au cercle ns désigné ic ici pat c, élément d’aire dw,, la 
fonction w(t) étant supposée seulement positive et continue. 
«Soit 2 = u + iv; la fonction I s’annule sur le cercle u? + »? =1, et son 
laplacien Al est égal à l'intérieur de ce cercle à — 274. Réciproque- 
ment, toute fonction s ’annulant sur le cercle-unité et dont le laplacien 
est négatif à l'intérieur peut se mettre sous forme d’une telle intégrale 
double. Le laplacien est ici défini par l'équation de Poisson, son exis- 
tence ne suppose pas celle des dérivées secondes. 

Le lemme 6 donne donc une propriété générale des fonctions nulles 
le long d'un cercle et à laplacien négatif à l’intérieur : connaissant la 
valeur de la fonetion en un point déterminé, on est assuré que les 
pate d’un cerele intérieur fixe où elle dépasse un nombre M peuvent 


FR 


Ÿ 

1 
or 
fé 
a, 
rhs 
$ 


pi 
wy 
1: 
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être enfermés dans des contours (pour lesquels on peut naturellement 


prendre des cercles) de longueur totale bornée supérieurement par un _ 


nombre tendant vers zéro avec 1/ M. Cette propriété pourrait s'étendre au 
@as d’un domaine quelconques simplement ou multiplement connexe. 

Il est connu qu’une fonction à laplacièn négatif ne peut avoir de 
minima; de plus, elle est positive dans le cas actuel, où elle s’annule 


sur le contour. L'étude approfondie de la surface z= f(a, y) où le | 


laplacien Az est négatif, parait digne d'intérêt, spécialement en ce qui 
concerne la configuration des Hubs de niveau. _ 

On peut Are de plusieurs manières les considérations précé- 
dentes au cas d’un nombre plus grand de dimensions. Par exemple, 
pour le cas de trois De deux extensions sont possibles (et 
chacune serait probablement, comme dans le cas de deux dimensions, 
susceptible de divers aspects). x 


D'une part, on peut considérer l'intégrale triple, étendue à la sphère- 


unité ts 
| Jf fe@roe sav, 
% s < Fr 


r étant la distance à l’origine du point variable P; en transformant 
conformément la sphère en elle-même de manière à faire passer l’ori- 
gine en un point intérieur quelconque M, on sera conduit à une inté- 
orale triple fonction de M; et cette foriction j jouira probablement d'une 


propriété analogue à celle obtenue dans le cas de deux dimensions, _ 
ayant lieu à l’extérieur de sphères dont la somme des rayons Sera aussi 


petite qu'on le voudra. 


~ 


D’autre part on peut considérer encore dans le cas de trois dimen- 


sions une fonction nulle sur la surface limitant une certaine régions: 
et à laplacien négatif à l’intérieur; il est alors vraisemblable qu’une 
propriété analogue aura encore lieu, mais que les régions exception" 


nelles pourront seulement être enfermées dans des surfaces d’étendue — 


totale aussi petite que Fon veut. 


3° Le procédé utilisé ci-dessus pour transformer une question dans 


les données de laquelle figurent certaines indéterminées discontinues 


en une question où tout est continu, semble pouvoir être appliqué 
utilement : à la démonstration, sous sa forme la plus Het du théo- 


> à, 
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rème de M. Hadamard sur le module minimum. Il suffira en effet d’éta- 
blir la proposition suivante : | ; 


St une fonction continue réelle nulle à l'origine a un laplacien négatif 
dans le cercle-unité, le maximum des valeurs positives de la fonction sur 
un cercle de rayon r est en général inférieur au produit par 1+e du 
maximum des valeurs négatives changées de signe de la fonction sur le. 


même cercle, la variation totale de log r dans les couronnes exception- 


nelles étant bornée par un nombre dépendant uniquement du nombre 
positif arbitraire :. 


_ Or, d’après un théorème de MM. Wiman et Valiron, la propriété en 
question est vraie dans le cas ou le laplacien est nul. Pour l’établir 
directement dans ce cas, il faudra trouver des inégalités auxquelles 
satisfait sur trois cercles différents une fonction harmonique dans une 
couronne où elle a sur tout cercle une valeur moyenne nulle, et sou- 
mettre ces inégalités à un processus d'intégration généralisant celui de 
M. Borel. Il n’est pas douteux que la démonstration ainsi construite 
sera applicable sans modification à la proposition énoncée. 


26. Considérons la fonction 2 méromorphe dans le cercle-unité; si 


e tend vers zéro, elle ne tend évidemment pas uniformément vers zéro, 
puisqu'elle a toujours un pôle à l’origine; pourtant elle est nulle 


pour ¢ —0, et l’on conçoit bien qu’à un certain point de vue elle puisse 


être regardée comme tendant vers zéro lorsque € tend vers zéro; c’est 
cette notion un peu vague que nous allons tenter de préciser. Mais 
observons que l’on peut convenir de considérer, pour e = 0, la fonction 
non comme nulle à l’origine, mais comme indéterminée; et en effet 


2 , LS » : € , 
lorsque € tend vers zéro, la racine de l’équation — = a tend vers zéro 
quelle que soit la constante finie a. Ceci est en bon accord avec la 
définition de l’expression de M. Nevanlinna (cf. § IV) : 


gm(r, f)=m(r, f) +N (3), 


puisque lorsque f tend vers zéro, sauf en un nombre fini de pôles, 
1 


m(r, f) devient nul, alors que N (r, ñ 


) est de petitesse limitée. 
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Nous dirons qu’une suite de fonctions méromorphes /, (7) converge 
presque partout vers zéro (') à l’intérieur d’un domaine D si à tout 
domaine D' intérieur à D au sens strict et à tout système de deux nombres 
positifs (¢, à) l'on peut faire correspondre N tel que pour nr > N on ait, 
dans le domaine D':|f,(æ)|< €, sauf peut-être à l'intérieur de contours 
de longueur totale inférieure à à 

ll est clair que chaque contour exceptionnel doit contenir un pôle 
de la fonction f,(x) qui lui correspond, sinon on pourrait le 
supprimer. | 

La convergence presque partout vers une fonction holomorphe 
ou méromorphe f(x) se définit de manière semblable, la condi- 
tion | /,(z)| <« étant simplement remplacée par la condition 


f(2)—ful2) 
1+ f(x) fn(x) 


qui exprime que la distance sphérique des deux points f(a) et f,(æ) 
tend vers zéro. 

On voit que ces définitions diffèrent de celles de la convergence uni- 
forme ordinaire pour les fonctions holomorphes ou méromorphes par 
la possibilité de contours exceptionnels de longueur aussi-petite qu’on 
veut, et que l’on peut d’ailleurs toujours supposer circulaires. 

La fonction limite de la suite pourra dans certains cas être consi- 
dérée comme ayant des points d’indétermination fictifs, à la fois zéros 
et pôles. 

Soit F(æx)=R{[/(x)] la fonction /(a) étant méromorphe dans un 
domaine D, R[/f] étant une fraction rationnelle en /, à coefficients 
meromorphes dans D par rapport à x; alors si f converge presque 
partout à l’intérieur de D vers une fonction 9, la fonction Fy converge 
presque partout vers la jonction ® = R[9|]. 

Avec la définition ordinaire de la convergence, la propriété corres- 
pondante n’a nécessairement lieu que si R est à coefficients constants. 

Lorsqu'une fonction est le quotient de deux fonctions holomorphes qui 
tendent uniformément à l'intérieur d'un domaine vers des limites non 


’ 


a a RS SE 
(1) Le mot uniformément est sous-entendu; il n’y a pas lieu de considérer 
de convergence presque partout qui ne soit pas uniforme. 
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toutes hie constamment nulles ou infinies, elle y tend presque partout © 
vers le quolient des limites. 

St une fonction f méromorphe à l'intérieur d'un domaine y tend presque 
partout vers une fonction +, qui ne se réduise pas à la constante infinie, 
la dérivée f'(x) y tend presque partout vers la dérivée g'(æ): C’est ce 
que l’on peut voir à l’aide dé l'intégrale de Cauchy. 

St f'(æ) tend presque partout vers 9'(x), la difference f(x) fees 
tend presque partout vers $(x) — o(a). C’est ce que prouve une quadra- 
ture convenable. 

Par analogie avéc la notion de famille normale de M. Montel, on 
peut appeler famille hyponormale de fonctions méromorphes dans un 
domaine une famille telle que de chacune de ses suites in finies l’on puisse 
extraire une suite convergeant presque partout à l'intérieur du domaine. 
De ce qui précède pean tent diverses ARR relatives à ces 
familles. 

Une famille de fonctions f méromorphes dans un cercle et telle que 
gm(r, f) y admette une borne supérieure valable pour toute la famille 
est hyponormale. Mais une famille f peut être hyponormale sans 


qu'aucune des deux expressions gm(r, f), gm (r, 3) soit bornée ; c'est 


J 


€ 


ce que prouve l’exemple f = = 


St un système de deux fonctions liées par une relation algébrique de 
genre un engendre une famille ne ee cette dure est néces- 
sairement normale. 

Ce sont naturellement les raisonnements des sections V et VII qui 
ont suggéré les notions exposées dans, le présent numéro. Ceci nous 
ramène à examiner sommairement comment ils pour raient être déve- 


loppés en utilisant seulement le maximum du module. Il faudra 


PROUX VI 


d’abord, afin de l'appliquer à , établir un lemme générali- 


TX 
sant le lemme 2, s'appliquant i. cas i quotient noû plus holomorphe, 
mais méromorphe, de deux fonctions holomorphes quelconques, quo- 
tient qui se mettra sous forme d'une fraction ayant un polynome pour 
dénominateur. Le raisonnement pourra ensuite être développé paral- 
lélement a celui du texté, en utilisant le lemme 6 ou 6 bis. Mais il sera 


plus logique, et théoriquement préférable, de-se passer des contours 
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exceptionnels de longueur totale tendant vers zéro, dont la considéra- 


tion est dans l’ordre d'idées de la méthode des valeurs moyennes loga- 


rithmiques, non dans celui de la méthode du module maximum. Il y 


aura donc lieu en somme de trouver une autre définition de la conver- 
gence vers zéro presque partout d’une fonction méromorphe dans un 
cercle: il conviendra pour l’objet actuel de la considérer comme quo- 


tient d’une fonction holomorphe par un polynome et de rechercher 
quelles inégalités doivent avoir lieu entre le module maximum du 


\ 


numérateur et les zéros du dénominateur. 

Une troisième définition de la convergence vers zéro sera celle repo- 
sant uniquement sur la formule de Poisson-Jensen. Même pour le 
simple cas d’une fonction holomorphe, elle demeure encore à trouver; 
il y aurait lieu de commencer par le cas d’une fonction hue ER 
sans Zéros. \ 


27. Nous demanderons, en terminant, que l'on veuille bien excuser 
les moyens relativement compliqués par lesquels nous ayons obtenu 
des résultats en somme assez simples, comme le théoréme III; les 
démonstrations actuelles seront sans doute ultérieurement simplifiées, 
et l’on en pourra trouver d’autres. Mais actuellement, on doit recon- 
naître que bon nombre des auteurs qui traitent ou croient traiter de la 
théorie des fonctions Analyiquer ont beaucoup plus tendance à suivre 
le caprice de leur fantaisie qu’à examiner les problèmes qui se posent 


écrits comptent assurément parmi les plus remarquables specimens de 


—— 


en réalité, et ne produisent par suite que des œuvres dont le caractère . 
violemment inesthétique n’a d’égal que l'absolue stérilité. De tels 


ce que l’on peut appeler la « contre-mathématique ». Pour passer 


maitre en cette science d’un genre nouveau, il suffit, avons-nous dit, 
de se regarder soi-même au lieu de regarder les choses telles qu’elles 
sont. Il résulte de là que quiconque veut entreprendre l’étude d’une 
question tant soit peu sérieuse ne trouve dans la littérature contempo- 
raine qu'un petit nombre d'instruments à sa disposition. On voudrait 
espérer qu'un changement se produira, que de nouveaux moyens d’in- 


vestigation seront créés, et enfin quelques problèmes ale bt mais il | 


serait téméraire de l’affirmer. 


/ 
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a. Grace aux lemmes 1 et 2, il nous a été possible d’écarter de la 
démonstration des théorèmes de Picard, Landau-Schottky et Borel, 
les propriétés du minimum du module d’un polynome, que P. Boutroux 
avait obtenues et appliquées dans la théorie des fonctions. Il est bien 
curieux pue 5, 6 et 6 dis) que ces mêmes résultats de Boutroux 
soient revenus s'imposer à nous, de manière d’ailleurs toute différente, 
lorsque nous avons voulu opérer en termes finis pour un système de 
plusieurs fonctions. 


8. Au n° 44, lorsqu’en substituant l'hypothèse a à l'hypothèse a, 
nous conservons les hypothèses b et c, nous supposons bien entendu 
que dans ces dernières hypothèses le triangle XYZ (pour fixer les 
idées ) soit l’un des deux triangles dont l'existence résulte de la néga- 


tion de l’hypothèse a. Une remarque analogue s'applique aux hypo- 
thèses D bis et c bis du n° 21. 


. Au sujet du n° 25 (alinéas 1°) signalons d’ UE que 
M. Mitimanol dans les Fundamenta Mathematicæ (LIN, P1928; 
p. 76, 118 et 122), a construit un ensemble plan non EX 
ayant sur une infinité dénombrable de droites une projection 
ponctuelle. D’autre part, dans des travaux en cours de publication, 
MM. Mazurkiewicz et Saks établissent l'existence d’ensembles non 
ponctuels ayant sur toute droite des projections ponctuelles; done les 
suggestions des alinéas en question du n° 25 ne pouvaient pas aboutir. 
C’est par d’autres procédés qu’il faudra démontrer le lemme 5. 


6. En ce qui concerne les considérations de l’alinéa 3° du n° 25, il 
sera également intéressant dé les généraliser en remplaçant, à la 
manière de M. Maillet, les couronnes exceptionnelles par de petits 
cercles exceptionnels, la somme, des angles sous lesquels ceux-ci 
sont vus de l’origine figurant peut-être alors dans le résultat. 

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — DÉCEMBRE 1920. 46 


i 
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e. Au sujet de plusieurs des questions dont il s’est agi dans le 
présent Mémoire, on pourra se reporter à deux fascicules du Wemorial 
des Sciences mathématiques : G. VALIRON, Fonctions entières et fonctions 
méromorphes d'une variable, 1925, et A. BLocu, Les fonctions holo- 
morphes et méromorphes dans le cercle-unité, 1926, ainsi qu’à un livre 
de M. R, Neyantiyya, qui doit paraître dans la Collection Borel en 1927. 
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QUELQUES REMARQUES HISTORIQUES 


LES FONCTIONS ANALYTIQUES UNIFORMES 
: D'UNE VARIABLE 


Par M. Emme PICARD 


\ 


Je présente ici quelques remarques d’un caractère purement histo- 
rique sur mes travaux déjà anciens, concernant la théorie des fonctions 
uniformes d’une variable, qui se rattachent à un mème ordre de consi- 
dérations. 


{. Dans mon Mémoire des Annales de l'École Normale de 1880, jai 
démontré un théorème sur les valeurs d’uné fonction tniformé dans 


le voisinage d’un point singulier essentiel isolé (*). On sait que j'ai 


utilisé dans ces questions dattalties transcendantes dé la théorie des 


fonctions elliptiques. J’ai à plusieurs reprises insisté sur l’utilité de 
ca ks introduction de telles transcendantes dans des éttides dé cé genre. 


J'écrivais notamment dans ma Notice sur mes travaux sciéntifiques (?) : 

« Les démonstrations auxquelles on ést ainsi conduit peuvent d’ shard 
paraitre détournées; je lés crois au contraire aussi naturelles qué 
possible. Ainsi, pour ce qui concerne le prémier théorème sur les 


_ fonctions entières, inversion du rapport des périodes de l'intégralé 


elliptique, considéré comme dépendant du module, donne naissance à 
une fonction uniforme, définie seulement dans une moitié du plan, et 
né aU Mae Nat ni la Le zéro ni la valeur un; il est donc 


A, 24 s x LAS à ee RCE FETE ZE 5 pati sud Doi. 2h Li RUSE Be 


le Toine it (he édition, p. 269), on trouvé uné autre ddsionscsstisie due à M. Montel. 
(2) Notice sur les travaux scientifiques dé M. ÉMiie PicArD, sh (p- 47). 
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naturel de recourir a cette fonction qui offre un exemple de la 


circonstance dont on se propose précisément de démontrer l’impossi- 
bilité pour les fonctions entières. » 

Le développement des théories auxquelles a donné naissance mon 
Mémoire dé 1880 a montré combien cette idée était juste. Chaque fois 
que dans ces questions on a voulu avoir une limite précise pour cer- 


taines déterminations, il a fallu recourir à des transcendantes de 


la nature de celles que j'avais utilisées. Je pense ici aux travaux de 
Hurwitz, de M. Landau et de M. Carathéodory dans cet ordre d'idées. 


2. Passons maintenant à une autre proposition générale, relative 
aux fonctions uniformes d’une variable liées par une relation algé- 
brique. J'ai établi (') que, st entre deux fonctions analytiques, uni- 


formes autour d'un point qui est pour elles un point singulier essentiel 


isolé, existe une relation algébrique, le genre de cette relation ne peut 
dépasser l'unité. 4 


‘Il suit de là que les points singuliers essentiels isolés d’une fonction 


uniforme doivent former un siisatnble parfait (eine perfecte menge) 


ou former des lignes singulières. Le théorème qui vient d’être énoncé _ 


a précisément servi à Poincaré pour montrer - qu’il existait des 
fonctions uniformes n'ayant pas de lignes singulières et ne possédant 


pas de points singuliers essentiels isolés; un tel exemple est fourni 


par les fonctions AO NeS de genre supérieur à l'unité et exis- 
tant dans tout le plan ake | 
Le théorème qui nous eccupe permet aussi de répondre à une 


question qui se posait d'elle-même après les célèbres recherches de. 


Poincaré sur les fonctions fuchsiennes : Peut-on espérer d’ exprimer 
d’une manière plus simple que Poincaré les coordonnées d’un point 
d’une courbe algébrique par des fonctions uniformes d’un paramètre ? 


(1) Bulletin des Sciences mathématiques, o° série pits Vil; 1883, et Acta mathe- — 


matica, t. 11, 1887, p. 1 

(2) Poincaré écrit dans sa Notice sur ses travaux scientifiques (1886, p. 36) : 
« Jai donné pour la première fois un exemple de fonctions, ayant un nombre infini 
de points singuliers, n'ayant pas de lignes singulières et n’ayant cependant pas de 


points singuliers isolés; ce sont les fonctions fuchsiennes qui existent dans tout le 


plan. En appliquant un théorème de M. Picard, on peut voir en effet que ces fonctions 
ne peuvent avoir de points singuliers isolés, » 
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La réponse est négative, je veux dire que ces fonctions devront avoir 
des lignes singulières ou des ensembles parfaits de points singuliers 
(le genre bien entendu étant supérieur à un). 

J'ai donné du théorème énoncé plus haut deux démonstrations 
essentiellement différentes : la première s'appuie sur la théorie des 
fonctions fuchsiennes. La seconde consiste à démontrer d'abord le 
théorème pour une courbe hyperelliptique; on y parvient en 
S'appuyant seulement sur la proposition, rappelée plus haut, rela- 
tive à la valeur d’une fonction dans le voisinage d’un point singulier 

essentiel. On passe du cas hyperelliptique au cas général en faisant 

correspondre à la courbe algébrique envisagée une courbe hyperel- 
liptique pour laquelle les coordonnées d’un point sont fonctions 
_rationnelles des coordonnées d’un point de la courbe donnée. 

Des deux démonstrations précédentes, la seconde ne faisant pas 
intervenir la théorie des fonctions fuchsiennes a évidemment un 
caractère plus élémentaire. Elle est cependant beaucoup plus artifi- 
cielle; comme je l'ai dit ci-dessus dans un cas analogue, il parait plus 
naturel, pour démontrer l'impossibilité en question, de s'adresser 
précisément aux fonctions uniformes réalisant cette expression 

* des coordonnées d’un point d’une courbe algébrique à l’aide d’un 
_ paramètre. 


3. La seconde démonstration que nous venons de rappeler accuse 
‘une certaine dépendance entre les deux théorèmes des paragraphes 
précédents. Dans une Note très intéressante (*), M. Deirmendjian a 
rattaché plus intimement les deux propositions l’une à l’autre. Me 
plaçant à son point de vue, je reproduis la démonstration d’un 
théorème sur les fonctions entières, telle que je l’ai donnée dans 
mon cours en 1924. Nous allons établir que, st pour une fonction 
entière G(s) wl existe deux fonctions rationnelles distinctes P(z) 
et Q(z), telles que les deux équations 


G(z)=P(z), ° G(5)=Q(:) 


n'aient qu'un nombre limité de racines, G(s) est un polynome. 


(4) DERMENDIIAN, Comptes rendus, t. 173, 1921, p. 897. 
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Of aura nécéssairtément, en effet, dans le domaine du point %, 
c'ést-a-dire à l’extérieur d'un cercle F de rayon suffisammént grand, 
G(s) — P(s) =sPe, 
G(s) — Q(z) = 27eX(z), 
pet étant des entiers positifs vu négatifs, et S(:), ainsi qtie Z(4), 
étant des séries de Laurent dé la forme 


AZ + © 


Mi A,2”. 


Des deux relations précédentes on déduit, en retranchant, 
2%e%(s) 5P eSl4) Er 
P(a)—=Q(z) PEs) — Qs) — 
On peut supposer que P(z) — Q(z) n’a pas de racine en dehors 
de I’. Si nous posons alors 
u*eZ(u) u*P eSlu) 
P(a)—Qu) 7 Pt —Q(w) 


a 
æ et y sont des fonctions uniformes de # dans le domaine déu= 4, 
et elles satisfont a la relation 


LEO", 2 


æ'—vt=# 
LA 


Cette courbé est du getire tros; done, d'après le théorème du para- 
graphe 2,.u = o ne peut être un point singulier essentiel pour æ et y: 
Par suite dans S(z) et £(4), il n’y a pas dé puissances positives dé 2 
On en conclut que z= n'est pas un point singülier essentiel 
pour G(2), qui est par suite un polynome, comme on voulait l’établir 
On pourrait donner beaucoup d'autrés généralisations. 


4. Les considérations employées dans la démonstration du théorème 
.du paragraphe 2 peuvent être utilisées dans diverses questions con- 
cernant les courbes de genre supérieur a un, de façon à obtenir des 
propositions présentant une grandé analogie et aussi des differences 
très sensibles avec des résultats aujourd'hui classiques pour une seule 
fonction uniforme. 
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Il s'agit tout d’abord d'une généralisation d'un théorème de 
M. Landau sur une fonction donnée par le développement 


Ao tS +... 


_ convergent dans un cercle de rayon R, la fonction ne devenant 
jamais égale ni à zéro ni à un dans ce cercle, Il arrive alors que le 
rayon R est au plus égal à une certaine fonction 


R(a,, a) 


dépendant uniquement de a, et a,. 
Pour une courbe de genre supérieur à un 


f&, 7)=0, 


j'ai généralisé (*) le théorème de Landau, en me servant d’une fonction 
se présentant dans la théorie des fonctions fuchsiennes, dans le cas 
où l’on a deux développements tayloriens pour æ et y autour de zs = 0, 
soit pour æ 
Dis eat as aw oie 

Le résultat est que zx et y ne pourront être simultanément méro- 
morphes dans un cercle de rayon R supérieur à une certaine expression 


R(a, a) 


dépendant seulement de a et a,. L’analogie, on le voit, est grande, 
mais la différence aussi est profonde. Rien ne remplace tci la See 
relative aux valeurs Peep enees zéro et un. 


5. Une autre conséquence du même genre d'analyse dans une ques- 
tion différente est encore la rene que j'ai étudiée dans le Mémoire 
cité ci-dessus. 

On connait de nombreux théorémes sur les suites de fonctions 


JR ); PC) ate, "et fat 


t 


halomorphes ai un cercle G, Ainsi, si l’on a, quel que soit n, 
\iita)|<s (fixe) 


© É. stats En les unie sie fonctions uniformes qd’ une DIET corres- 
ondant aux points d'une courbe algébrique de genre supérieur à l'unité 
" (Rendiconti del Circolo ERA di Palermo, t. XXXIII, 1912, 1°" semestre, 


vo à ? “Pp. aay 
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et si /,(3) a une limite, n grandissant indéfiniment, pour une infinité 
de points de C ayant au moins un point de condensation à l’intérieur 
de C, on peut affirmer (Vitali) que f,(z) a une limite pour tous les 
points de l'intérieur du cercle, et cette limite est une fonction holo- 
morphe dans C. 

MM. Carathéodorwet Landau ont ensuite établi que la condition 


if. rae 


peut être remplacée dans l'énoncé précédent par la condition qu’au- 
cune des fonctions f,(z) ne prend dans le cercle C les valeurs a et b 
(a et b étant deux constantes distinctes). 

Nous devons nous attendre à avoir, dans le domaine des courbes de 
genre supérieur à un, un théorème analogue à ceux de M. Vitali et de 
MM. Carathéodory et Landau, mais où l'énoncé n'aura pas à envisager 
des limitations de modules ou des valeurs exceptionnelles. 


Soient donc la courbe 
S( 2; y) — 0 


de genre supériéur à un, et 
(Zi; Y1); (22, Y»), se 9 (as as 


des couples de fonctions de la variable =, méromorphes dans un 
cercle C et satisfaisant aux équations 


AVES Vi) = 0: 


On peut démontrer le théorème suivant : Sz le couple (x,, yn) a 
une limite pour une tnfinité de points d’un cercle C, possédant au moins 
un point de condensation à son intérieur, le couple (x,, ¥,) aura une 
limite pour tous les points de l'intérieur de C, et les coordonnées de ce 
couple limite sont des fonctions méromorphes de =. 

Les exemples de ces analogies et de ces différences pourraient être 
multipliés. Certains problèmes fonctionnels se présentent plus sim- 
plement pour les courbes de genre supérieur à un, que pour les 


courbes de genre zéro ou un, et ceci est intimement lié à la théorie 
des fonctions fuchsiennes. 


SEE O00 = 


v2 


SUR 


CERTAINES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


SE RATTACHANT A UN PROBLÈME D'ÉQUILIBRE CALORIFIQUE 


Par M. Ewe PICARD 


[. Dans des travaux déjà anciens, je me suis occupé de l’équilibre 
calorifique d’une surface férmée rayonnant au dehors (!). On est ainsi 
conduit pour une surface dont l'arc est donné par 


ds? — E dp? + 2¥F dp dq + G dq? 
à Péequation différentielle relative à la température w : 


(1) Aw = ¢(p,)g) VEG — F?.u, 


du” du DER Our Ou 
Bae tad ( op QE a ( Die ne 2 | 
Map VEG =F Pah ee Sf? 


ou 


c(p, q) désignant une fonction positive sur la surface. 

On démontre l’existence d’une solution de l'équation (1), uniforme 
et continue sur la surface, sauf en un point singulier logarithmique 
qui correspond à une source avec un flux donné. En supposant le flux 
“égal à 27, et en désignant par (p’, g') le point singulier, nous repre- 


(1) E. Picarp, Sur l'équilibre calorifique d’une surface fermée rayonnant au 
dehors (Comptes rendus, t. 130, 1900, p. 1499); Sur une équation aux dérivées par- 
tielles correspondant à un équilibre calorifique (Annales scientifiques de 
l’École Normale supérieure, t. XXV, 1909, p. 9). J'ai en outre développé ces questions 
dans mon cours de 1908. 


Ann. Ec. Norm., (39; XLII. — Décemsre 1926, 45 


à 
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senterons cette solution par 
UP. Gs AT AE 


elle est d’ailleurs symétrique en (p, 7) et (p', 7’). 
Envisageons maintenant l’équation 


(2) AV =i.c. VEG —F?.V, 


À étant un paramètre constant. La recherche de l'intégrale de l’équa- 
tion (2), uniforme et partout continue sur la surface, se ramène à la 
résolution de l’équation intégrale de seconde espèce sans second 
membre , | 


(3) anV(p',g')+(A—1) [ Jets g)u(p, qi Pi q')-V ps9) de =o. 


l'intégrale étant étendue à la surface, et do étant l’élément d’aire. 

Les valeurs singulières de À —1, relatives à cette équation du type 
de Fredholm, correspondent aux valeurs négatives de À en nombre 
infini pour lesquelles l'équation (2) admet des intégrales uniformes 
et partout continues. 


2. On sait qu’à une surface fermée présentant p trous, correspond * 
-une courbe algébrique de genre,p. Supposons les coordonnées d’un 
point quelconque de cette courbe exprimées par des fonctions 
fuchsiennes d’un paramètre 3 = x + vy, définies dans le demi-plan 
supérieur. Si l’on applique à ce cas les résultats précédents, on est 

conduit à considérer l’équation 


d'u d'u cla,y)u 
et aves Er ys > 
Ox? d1? . ye 


(4) 
c(x, y) étant une fonction positive continue dans le demi-plan et 
restant invariable par les substitutions effectuées sur æ et y, qui 
correspondent au groupe fuchsien envisage. L’équation (4) admet 
une intégrale invariable par les substitutions de ce groupe, et partout 
continue sauf en un point d’un polygone fondamental et ses homo- 


logues, où elle a des singularités logarithmiques. 
Pareillement l’équation 


OV ORNS Chew 


Bat OT, 


‘is Ae 
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admet pour certaines valeurs négatives de A en nombre infini des 


intégrales invariables par les substitutions du groupe et partout con- 
tinues. 


3. Le cas de p — 1 correspond à une périodicité par rapport à cha- 
cune des variables. On a alors l'équation 
d'u d'u 


Ox? _ oy 1} C(x,;y)u, 


. 


la fonction c(x, y) admettant respectivement les périodes a et b pour 
les variables. Si c est une constante, la recherche des valeurs de X 
correspondant à des solutions du type indiqué au paragraphe précé- 
dent est immédiate. Ainsi, avec d= b—=27r etC=1,:0n a pour les 
valeurs singulières 


À——(m+ n°) (m et n entiers), 


et la solution correspondante s'exprime par des sinus et des cosinus. 
On a ici facilement l'équation de Fredholm analogue à l’équation (3). 
Il suffit de se rappeler (') que l'intégrale de l'équation 


d'u i d'u 
OLD FE 


ths 


admettant les périodes a et b respectivement pour x et y, et ayant - 
comme points singuliers logarithmiques le point (x, 5) et ses homo- 
logues dans les rectangles des periodes, est donnée par la formule 


7 EN eS ie Sens. D de 


M=+o N—=+e 


- O(4, 2, #) >), > eV ana) +{y fn 


= — th Ee: 


fonction qui est définie pour = négatif. 


_ (4) E. Prcarn, Sur quelques problèmes relatifs à l'équation Au — k2u (Bulletin 
de la Société mathématique de France, t, 28, 1900, p. 186). 
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